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ОБ ОПЕРАТОРЕ ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ С ОТРИЦАТЕЛЬНЫМ 
ПАРАМЕТРОМ В ПРОСТРАНСТВЕ L2(R) 

В работе изучен вопрос о существовании резольвенты, а также после замыкания в простран-
стве L2(R) исследуется гладкость функций  из области определения оператора неограниченного 
типа в неограниченной области с сильно растущими в бесконечности коэффициентами.
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1. Введение. Формулировка результата. В работе в пространстве L2(R) изучает-
ся оператор Штурма-Лиувилля с отрицательным параметрам

 		  l I u u y t itb y q yt +( ) = − ′′( ) + − + ( ) + ( ) +( )λ λ2  и (у)                            (1.1) 

первоначально определенный на множестве C R0
∞ ( ) , где −∞ < < ∞t , λ ≥ 0 , R = −∞ ∞( ),

C R0
∞ ( ) ,  - множество сколь угодно раз дифференцируемых функций.

В дальнейшем предположим, что коэффициенты b y q y( ) ( ),  удовлетворяют усло-
вию:

і) b y q y( ) ≥ > ( ) ≥ >δ δ0 0 0,  непрерывные функции в R.

Оператор l It + λ  допускает замыкание в пространстве L2(R), который обозначим 
также через L R2

2( ) .
Оператор lt, нетрудно убедиться, естественным образом возникает при изучении 

сингулярных дифференциальных операторов гиперболического типа в пространстве 

L R2
2( ) .

Как известно при t = 0 существование и компактность резольвенты изучены  в 
работах Молчанова А.М. [1], Титчмарша Э.Ч. [2], Като Т. [3], Костюченко А.Г. [4], 
Мазьи В.Г. [5], Отелбаева М. [6-7], Гасымова М.Г. [8], Бойматова К.Х. [9-10] и др.
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Далее, при t → ∞  получим, что − → −∞t 2 . 
Следовательно, для оператора (1.1) возникает совершенно иная ситуация по срав-

нению с оператором l0.
Как известно, методы отработанные для оператора l0 оказываются малоприспосо-

бленными для оператора lt при t ≠ 0 .
Отсюда следует, что для оператора Штурма-Лиувилля с отрицательным пара-

метром, естественно исследовать вопрос о существовании резольвенты при всех
t ∈ −∞ ∞( ), .

Теорема 1.1. Пусть выполнено условие i). Тогда при λ ≥ 0  существует непрерыв-
ный обратный оператор l It +( )−λ 1 ,  определенный в L2(R).

2. Подготовительные леммы и оценки. 
Рассмотрим оператор 

l I u u y t itb y q y ut +( ) = − ′′( ) + − + ( ) + ( ) +( )λ λ2

первоначально определенный на множестве C R0
∞ ( ) .

Нетрудно проверить, что оператор lt + lI допускает замыкание в пространстве 
L2(R), которое обозначим также через lt + lI.

Лемма 2.1. Пусть выполнено условие i). Тогда при λ ≥ 0  для всех u D lt∈ ( )  спра-
ведлива оценка:

                                       A l I u utδ λ δ λ( )⋅ +( ) ≥ +( )
2

1 2

2 ,	                                  (2.1)

где ⋅ 2  – норма в пространстве L R2 ( ) , A δ( ) > 0 .

Доказательство. Лемма 2.1 доказывается преобразованием функционалов 

< +( ) >l I u ut λ , , < +( ) − >l I u itut λ ,  и с помщью выкладок, которые использованы при 
доказательстве леммы 2.1 работы [13].

Возьмем набор {jj} - неотрицательных функций из C R0
∞ ( )  таких, что

ϕ ϕj
j

j j j
j

p R2 1∑ ≡ ⊂ =
{ }

, sup ,∆ ∆∪ ,

где ∆ j j j j Z= − +( ) ∈1 1, , .

Продолжим b y( ) , q(y) из Dj на все R так, чтобы их продолжения bj(y) и qj(y) были 
ограниченными и периодическими функциями одного и того же периода.

Обозначим через l It j, ,α λ+  замыкание оператора    

                   l I u u y t it b y q y ut j j j, ,α λ α λ+( ) = − ′′( ) + − + ( ) +( ) + ( ) +( ) ⋅2 	       (2.2)

определенного на C R0
∞ ( ) , где знак вещественного числа a совпадает со знаком функ-

ции b y( ) , т.е. a · b y( )  > 0 при y R∈ .
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Лемма 2.2. Пусть выполнено условие i).  Тогда при λ ≥ 0  для всех u D lt j∈ ( ), ,α  
справедлива оценка в пространстве L2(R):

A l I u ut jδ λ δ λα( ) ⋅ +( ) ≥ +( ), , 2

1 2

2 ,			 

где A δ( ) > 0 .
Доказательство. Лемма 2.2 доказывается точно так же,  как лемма 2.1.
Лемма 2.3. Пусть выполнено условие i).  Тогда справедлива оценка

                                      l I u t ut j, ,α λ δ α+( ) ≥ +( )
2

2 2
0 2

2
.	                                  (2.3)

Доказательство. Лемма 2.3 доказывается точно так же,  как лемма 1 работы [11], 
[13].

Лемма 2.4. Оператор l It j, ,α λ+  при λ ≥ 0  имеет непрерывный обратный оператор  

l It j, ,α λ+( )−1
, определенный на всем L2(R).

Доказательство. Из  леммы 2.2  следует,  чтобы  доказать  лемму 2.4, надо по-

казать, что область значений R l It j, ,α λ+( )  оператора l It j, ,α λ+  совпадает с L2(R). А  

также  из  оценки  (2.3)  следует, что l It j, ,α λ+( ) →
−1

2
0  при t → ∞ .  

Далее, повторяя выкладки и рассуждения, которые использованы в работах [12], 
[13] получаем доказательство леммы 2.4.

Лемма 2.5. Пусть выполнено условие i) и λ ≥ 0 . Тогда справедливы следующие 
неравенства:

а) l I c c ct j, , ,α λ
δ λ

δ+( ) ≤
+( )

= ( ) >
−

→

1

2 2
1 2 0 ;

б) 
d
dy

l I c ct j, , ,α λ
δ λ

+( ) ≤
+( )

>
−

→

1

2 2
1 4 0 .

Доказательство. Пользуясь выкладками и рассуждениями, которые использова-
ны при доказательстве леммы 2.3 работы [13] и леммы 1 работы [11], получаем до-
казательство леммы 2.5.

Лемма 2.6. Пусть выполнено условие i) и λ ≥ 0 . Тогда для всех u D l It∈ +( ),α λ  
имеют места неравенства: 

                                               l I u u0 2 2,α λ δ λ+( ) ≥ +( )⋅ ,                                      (2.4)   
 
                                        l I u t u tt , ,α λ δ α+( ) ≥ +( )⋅ ≠

2 0 2 0 .                            (2.5)

Доказательство. Неравенства (2.4) и (2.5) доказываются с помощью функциона-
лов < +( ) >l I u u0, ,α λ , < +( ) >l I u ut , ,α λ , u C R∈ ( )∞

0
.
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Положим

                                      K f l I fj t j j
j

λ α αϕ λ ϕ, , ,= +( )−

{ }
∑ 1

,			         (2.6)

где f L R j∈ ( ) { }2 , ϕ - набор функций из C R0
∞ ( )  таких, что 

ϕ ϕj
j

j j j
j

p R2 1∑ ≡ ⊂ =
{ }

, sup ,∆ ∆∪ , ∆ j j j j Z= − +( ) ∈1 1, , , l It j, ,α λ+  - оператор 

из леммы 2.2.
Нетрудно убедиться, что

                                            l I K f f B ft , , ,α λ α λ αλ+( ) = − ,		                      (2.7)

где 

B f l I f d
dy

l I fj t j
j

j t j j
j

λ α α αϕ λ ϕ λ ϕ, , , , ,= ′′ +( ) + ′ +( )−

{ }

−

{ }
∑ ∑1 1

2 .

Лемма 2.7. Пусть выполнено условие i). Тогда найдется число λ0 0>  такое, что 
Bλ α, 2 2

1
→

<
 при всех λ λ≥ 0 .

Доказательство. Пусть f C R∈ ( )∞
0 . Далее, учитывая, что на промежутке ∆ j j Z∈( )  

отличны от нуля только функции ϕ ϕ ϕj j j− +1 1, ,  имеем:

B f l I f d
dy

l I fj t j j
j

j t j jλ α α αϕ λ ϕ ϕ λ ϕ, , , , ,2

2 1 1
2= ′′ +( ) + ′ +( )−

=−∞

∞ −∑
jj

dy
=−∞

∞

−∞

∞

∑∫






≤

2

≤ ′′ +( ) + ′ +( )





− −

= −

+

ϕ λ ϕ ϕ λ ϕα αk t k k k t k k
k j

j

l I f d
dy

l I f, , , ,

1 1

1

2
11 2

∑∫∑
=−∞

∞

dy
jj ∆

. 

Отсюда, пользуясь очевидным неравенством a b c a b c+ +( ) ≤ + +( )2 2 2 23  и оцен-
ками а), б) леммы 2.5 получаем, что

B f c c c fλ α δ λ δ λ, 2

2

0 1 2 2

2≤ ⋅
+( ) +

+( )












⋅ ,

где c j j0 = ′ ′′{ }max ,ϕ ϕ , а постоянное c –  из леммы 2.4.

Отсюда следует, нетрудно найти такое число λ0 0> , что при λ λ≥ 0
Bλ α, 2 2

1
→

< . 
Лемма 2.7 доказана.

Лемма 2.8. Пусть выполнено условие i). Тогда оператор l It ,α λ+  при λ λ≥ >0 0  
ограниченно обратим, причем для обратного оператора l It ,α λ+( )−1

 выполняется ра-
венство
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	                                      l I K E B ft , , ,α λ α λ αλ+( ) = −( )− −1 1 		                      (2.8)

Доказательство. Доказательство леммы следует из представления (2.7) с учетом 
лемм 2.6 и 2.7.

Рассмотрим вопрос об обратимости исходного оператора l It + λ . Для этого рас-
смотрим следующее уравнение:

                      l I u u t itb y q y u f xt +( ) = − ′′ + − + ( ) + ( ) +( ) = ( )λ λ2                          (2.9)

где, f x L R( ) ∈ ( )2 .
Определение. Решением уравнения (2.9) назовем функцию u L R∈ ( )2 , для кото-

рой существует последовательность u C Rn n{ } ⊂ ( )=

∞ ∞
1 0  такая, что

u u l I u fn t n− → +( ) − →
2 2

0 0, λ  при n → ∞ .

Отсюда видно, что обратный оператор l It +( )−λ 1
 совпадает с замыканием в L2(R) 

оператора l It + λ ,  определенного на C R0
∞ ( ) .  

Лемма 2.9. Пусть выполнено условие i). Тогда оператор l It + λ  при λ λ≥ >0 0  
ограниченно обратим, причем для обратного оператора l It +( )−λ 1

 выполняется ра-
венство

                                 l I f l I I A ft t+( ) = +( ) −( )− − −
λ λα λ α

1 1 1

, , ,   		      (2.10)

где, f L R A∈ ( ) <
→2 2 2

1, ,λ α .

Доказательство. Лемма 2.9 доказывается точно так же, как лемма 3.4 работы 
[13]. 

Лемма 2.10. Пусть выполнено условие i). и пусть λ ≥ 0 . Тогда для всех u D lt∈ ( )  
справедливы оценки: 

l I u u0 2 2+( ) ≥λ δ ,

l I u t u tt +( ) ≥ ⋅ ⋅ ≠λ δ
2 0 2 0, .

Доказательство. Лемма 2.10 доказывается точно так же,  как лемма 2.6.
Следующая лемма известна [15]:

Лемма 2.11. Пусть оператор l It + >( )λ λ0 0 0  ограниченно обратим в L2(R)  и при 

λ λ∈[ ]0 0,  для всех u D l It∈ +( )λ  выполнена оценка

l I u c ut +( ) ≥ ⋅λ
2 2 ,

c > 0  - постоянное число.
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Тогда оператор l L R L Rt : 2 2( ) → ( )  также ограниченно обратим.

Из лемм 2.9-2.11 легко выводится доказательство теоремы 1.1.
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L2(R) КЕҢІСТІГІНДЕ ТЕРІС ПАРАМЕТРЛІ ШТУРМ-ЛИУВИЛЛЬ 
ОПЕРАТОРЫ ТУРАЛЫ

	
Бұл жұмыста резольвентаның бар екендігі туралы мәселе қарастылған, сонымен қатар L2(R) 

кеңістігінде операторды тұйықтағаннан кейін, коэффициенттері шексіздікке ұмтылғанда жыл-
дам өсетін шенелмеген облыста анықталған функциялардың тегістігі зерттелген.

Түйін сөздер: Штурм-Лиувилль операторы, оператордың тұйықталуы, кері оператор, ре-
зольвента.

Ye. N. Bayandiyev

L.N. Gumilyov Eurasian National University, Kаzаkhstаn

ABOUT THE STORM-LIOUVILLE OPERATOR WITH NEGATIVE
PARAMETER IN SPACE L2(R)

In this paper, the question of the existence of a resolvent is studied, and also, after closure in space, 
the smoothness of functions from the domain of an operator of unbounded type in an unbounded domain 
with coefficients strongly increasing at infinity is investigated.

Key words: Sturm-Liouville operator, operator closure, inverse operator, resolvent.


