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О БАЗИСНОСТИ ПО РИССУ СИСТЕМЫ СОБСТВЕННЫХ ВЕКТОРОВ 

КОРРЕКТНОГО СУЖЕНИЯ МАКСИМАЛЬНОГО ЛИНЕЙНОГО 
ОПЕРАТОРА

Данная работа посвящена изучению подобности корректного сужения к некоторому самосо-
пряженному оператору в случае симметрического минимального оператора. В результате полу-
ченная теорема была использована к оператору Штурм-Лиувилля и оператору Лапласа. Доказано, 
что спектр несамосопряженного сингулярно возмущенного оператора действительный, и соот-
ветствующая система собственных векторов образует базис Рисса.

Ключевые слова: максимальный (минимальный) оператор, корректное сужение, корректное 
расширение, действительный спектр, несамосопряженный оператор.

1. Введение. Рассмотрим линейный оператор L в гильбертовом пространстве H. 
Линейное уравнение

					              Lu = f                                                     (1.1)

называется корректно разрешимым в R(L), если    u C Lu≤  для всех u D L∈ ( )  (где  
C > 0 и не зависит от u) и называется везде разрешимым, если R(L) = H. Если (1.1) од-
новременно корректно и везде разрешим, то оператор L называется корректным опе-
ратором. Корректно разрешимый оператор L0 называется минимальным оператором, 
если R L H( )0 ≠ . Замкнутый оператор L�  называется максимальным, если R L H�( ) =  и 
KerL� ≠ { }0 . Оператор A называется сужением оператора В, и оператор В называется 
расширением оператора А, если D A D B( ) ( )⊂  и Au = Bu для всех u D A∈ ( ) .

Заметим, что если корректное сужение L максимального оператора L�  известен, то 
обратные операторы всех корректных сужений оператора L�  имеют вид [1]: 

                                                     L f L f Kfk
− −= +1 1 , 		                                   (1.2)

где K произвольный ограниченный линейный оператор из H в Ker L� .
Пусть L0 – минимальный оператор и M0 – другой минимальный оператор и они 

связаны равенством ( , ) ( , )L u v u M v0 0=  для всех u D L∈ ( )0  и v D M∈ ( )0 . Тогда L M� = 0
*  

и M L� = 0
*  есть максимальные операторы такие, что L L0 ⊂ �  и M M0 ⊂ � . Корректное 

сужение L максимального оператора L�  такое, что L одновременно является коррект-
ным расширением минимального оператора L0 называется ограниченным коррект-
ным расширением. Существование хотя бы одного ограниченного корректного рас-
ширения  L было доказано Вишиком в [2].

* E-mail корреспондирующего автора: zaruet.zakarieva@mail.ru
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Обратные операторы к всевозможным корректным сужениям LK максимального 
оператора L�  имеют вид (1.2), поэтому D(LK) плотно в H тогда и только тогда, если 
Ker K L( ) { }* *1 0+ = . Всевозможные корректные расширения MK оператора M0 имеют 
обратные операторы в виде:

                                   M L f L f K fK K
− − −= = +1 1 1( ) ( )* * * ,

где K произвольный ограниченный линейный оператор в H с R K KerL( ) ⊂ �  такой, 
что:

                                                       Ker K L( ) { }* *1 0+ = .

Лемма 1.1 (Hamburger [3, c. 269]). Пусть A – линейное ограниченное преобразова-
ние в H и N – линейное многообразие. Если мы положим A(N) = M, то

                                                     A M N R A* *( ) ( )⊥ ⊥= ∩ .

Предложение 1.1 ([4, c.1863]). Корректное сужение LK максимального операто-
ра L�  является корректным расширением минимального оператора L0 тогда и только 
тогда, если R K KerL( ) ⊂ �  и R M KerK( ) *

0 ⊂ . 
Линейные операторы A и B называются подобными, если существует линейный 

ограниченно обратимый оператор P такой, что B = P–1AP.
Следующая теорема является главным результатом настоящей работы.
Теорема 1.1 Пусть L0 – симметрический минимальный оператор в гильбертовом 

пространстве H, L-самосопряженное корректное расширение оператора L0 и LK – кор-
ректное сужение максимального оператора L L L� �( )*= 0 . Если

R K D L I KL( ) ( ), ,* ⊂ + ≥ 0

и I + KL обратим, где L и K операторы, представленные в (1.2). Тогда LK– оператор, 
подобный к самосопряженному оператору.

Следствие 1.1 Пусть выполнены все условия Теоремы 1.1 и оператор K удовлет-
воряет условиям Теоремы 1.1. Тогда спектр оператора LK является вещественным, т.е. 
σ( )L RK ⊂ .

Следствие 1.2 Пусть выполнены все условия Теоремы 1.1, оператор K удовлетво-
ряет условиям Теоремы 1.1 и L–1 – компактный оператор. Тогда система собственных 
векторов оператора LK образует базис Рисса в H.

Следствие 1.3 Результат Теоремы 1.1 остается справедливым, если условия «I + 
KL ≥ 0 и I + KL – обратим» заменить условием «KL ≥ 0».

Следствие 1.4 Результаты Теоремы 1.1, Следствий 1.1-1.3 остаются справедливы-
ми, если оператор LK заменить на LK

* .

2. Вспомогательные утверждения. В этом разделе мы представляем некоторые 
результаты для корректных сужений и расширений, которые используются в раз-
деле 3.
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Если A – линейное ограниченное преобразование комплексного гильбертова про-
странства Н в себя, то по определению числовой диапазон A есть множество 

W A Ax x x H x( ) {( , ) : , }.= ∈ = 1

Если через σ( )A  обозначить спектр A, то легко доказать, что

σ σp A W A A W A( ) ( ), ( ) ( ),⊂ ⊂

для точечного спектра σ p A( )  и спектра σ( )A , где черта означает замыкание. Число-
вой диапазон неограниченного оператора A в гильбертовом пространстве H опреде-
ляется как

W A Ax x x D A x( ) {( , ) : ( ), }.= ∈ = 1 ,

и, как в случае ограниченного оператора, множество W(A) – выпуклое и удовлетворя-
ет условию σ σp A W A A W A( ) ( ), ( ) ( ),⊂ ⊂. В целом, заключение σ( ) ( )A W A⊂  заведомо не выполня-
ется для неограниченных операторов A.

Предложение 2.1 (Предложение 1.1 в [5, c. 1132]). Если плотно определенный зам-
кнутый линейный оператор, то включение σ σp A W A A W A( ) ( ), ( ) ( ),⊂ ⊂  (W A( ) – замыкание множе-
ства W(A)) имеет место тогда и только тогда, если σr A W A, ( ) ( )1 ⊂ , где

                         σ λ σ λr rA A R A, ( ) { ( ) : ( )1 = ∈ − – замкнутый}

Предложение 2.2 (Предложение 1.2 в [5, c.1132]). Если плотно определенный 
замкнутый оператор в гильбертовом пространстве H и удовлетворяет условию 
σr A,

*( )1 = ∅  то σ σp A W A A W A( ) ( ), ( ) ( ),⊂ ⊂ , где 

σ λ σ λp pA A R A H,
* * *( ) { ( ) : ( ) }.1 = ∈ − =

Теорема 2.1 (Теорема 2 в [6, c.181]). Следующие условия эквивалентны для опе-
ратора T:

(1) T – подобный оператор к самосопряженному оператору.
(2) T  = PA, где положительный и обратимый оператор, а A – самосопряженный 

оператор.
(3) S–1TS = T* и 0 ∈W S( ) .
Теорема 2.2 (Теорема 1 в [7, c.215]). Пусть A и B – линейные операторы, действую-

щие в комплексном гильбертовом пространстве H. Если 0 ∉W A( ), то

σ( ) ( ) / ( )A B W B W A− ⊂1 .

Следствие 2.1 (Следствие в [7, c.218]). Если A > 0, B > 0 и C = C*, то s(AB) является 
положительным, а s(AC)-действительным.

Теорема 2.3 (Теорема А в [8, c.508]). Числовая область значений W(T) оператора T 
является выпуклым и W(aT + b) = aW(T) + b для всех комплексных чисел a и b. Более 
того, если - произвольная ненулевая проекция, то W PT PH W T( ) ( )⊆ .
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3. Доказательство Теоремы 1.1. Сначала преобразуем (1.2) следующим образом 

		                         L L K KL LK
− − −= + = +1 1 11( )                                              (3.1)

Тогда LK определяется как сужение максимального оператора L�  в области опреде-
ления 

D L u D L I K L u D LK( ) { ( ) : ( ) ( )}.= ∈ − ∈� �

Теперь перейдем к доказательству Теоремы 1.1. В [9, c.27] было доказано, что KL 
ограничен в D(L) (т.е. KL B H∈ ( ) ) тогда и только тогда, если

R(K*) ⊂ D(L*).

Из того, что DL H=  следует, что KL  ограничен в H. В дальнейшем вместо KL  
мы будем писать KL. Тогда в силу Теоремы 2.1 с учетом условий Теоремы 1.1 получа-
ем, что I + KL ≥ 0 и I +– обратим. Отсюда следует доказательство Теоремы 1.1.

Доказательство Следствия 1.1 вытекает из Следствия 2.1. Следствие 1.2 легко по-
лучить, так как оператор 

                                       C I KL L I KL= + +−( ) ( )1
2

1
21

самосопряженный и

		           L I KL C I KL I KL LK
− − −= + + = +1 11

2
1

2( ) ( ) ( ) . 	                    (3.2)

Докажем Следствие 1.3. По Теореме 2.3, мы получаем, что 0 ∉ +W I KL( ) .  Тогда  
I KL+ ≥ 0  и I + KL обратим.

Доказательство Следствия 1.4 вытекает с (3.2), так как C – самосопряженный опе-
ратор, а в случае Следствие 1.3 C – компактный самосопряженный оператор.

4. Несамосопряженные возмущения для некоторых дифференциальных опе-
раторов. Пример 1. Рассмотрим уравнение Штурма-Лиувилля в интервале (0,1)

				    Ly y q x y f� = − ′′ + =" ( ) ,                                                (4.1)

где q(x) – вещественная функция в L2(0,1). Обозначим через L0 минимальный опера-
тор и через L�  максимальный оператор, порожденные дифференциальным выражени-
ем (4.1) в пространстве L2(0,1). Понятно, что

D L W( ) ( , )0 2
2 0 1=

и
D L y L y y AC y q x y L( ) { ( , ) : , [ , ], " ( ) ( , )}.� = ∈ ′ ∈ ′′ − ∈2 20 1 0 1 0 1

Тогда KerL a c x a s x� = +{ ( ) ( )}11 12  где a11, a12 – произвольные постоянные и функции  
c(x) и s(x) определяются следующим образом 

c x x t dt s x x x t tdt
xx

( ) ( , ; ) , ( ) ( , ; ) ,= + = + ∞∫∫1 0
00

Κ Κ
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где Κ Κ Κ Κ Κ Κ( , ; ) ( , ) ( , ), ( , ; ) ( , ) ( , ),x t x t x t x t x t x t0 = + − ∞ = − −  а Κ( , ),x t  является ре-
шением следующей задачи Гурса

∂
∂

− ∂
∂

=

− = =

2

2

2

2

0 1
2

Κ Κ Κ

Κ Κ

( , ) ( , ) ( ) ( , ),

( , ) , ( , ) ( )

x t
x

x t
t

q x x t

x x x x q t ddt
x

,
0∫










в области определения
Ω = < < − < <{( . ) : , }.x t x x t x0 1

Отметим, что c s c s( ) ( ) , ( ) ( )0 0 1 0 0 0= ′ = ′ = =  и Вронскиан

W c s c x s x c x s x( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) .= ′ − ′ = 1

В качестве фиксированного ограниченного расширения L возьмем оператор, соот-
ветствующий задаче Дирихле для уравнения (4.1) в интервале (0,1). 

D L y W y y( ) { ( , ) : ( ) , ( ) }.= ∈ = ′ =2
2 0 1 0 0 0 0

Тогда вид обратного оператора любому корректному сужению LK максимального 
оператора L�  будет выглядеть следующим образом

y L f c x s t s x c t f t dt s x
s

c s t s cK≡ = − − −−1

1
1 1[ ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( )

( )
[ ( ) ( ) ( ) (tt f t dt

x
)] ( )

0

1

0 ∫∫

+ + ∫∫c x f t t dt s x f t t dt( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,σ σ1 0

1

0

1

2

где σ σ1 2 2 0 1( ), ( ) ( , )x x L∈  для каждого f L∈ 2 0 1( , )  однозначно определяют оператор K  
из (1.2) в следующей форме

 
Kf c x f t t dt s x f t t dt= + ∫∫( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,σ σ1 20

1

0

1

 
который является ограниченным оператором в L2(0,1) действующим из L2(0,1) в KerL� . 
Оператор LK является сужением оператора L�  в области определения

D L y W y y t q t y t t dtK( ) { ( , ) : ( ) [ "( ) ( ) ( )] ( ) };= ∈ = − ′′ +∫2
2

10

1
0 1 0 σ

y c y s y t q t y t t dt( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( ) ( )] ( ) }.1 1 0 1 20

1
= + − ′′ +∫ σ

Из условия

                                                 R K D L D L( ) ( ) ( )* *⊂ =

следует

KLy c x y t t q t t dt s x y t t q t= − ′′ + + − ′′ +( ) ( )[ ( ) ( ) ( )] ( ) ( )[ ( ) ( )σ σ σ σ1 1 2 220

1

0

1
( )] ,t dt∫∫
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где
y D L W∈ ∈ = = = =( ), , ( , ), ( ) ( ) ( ) ( ) .σ σ σ σ σ σ1 2 2

2
1 1 2 20 1 0 1 0 1 0

Если I KL+ ≥ 0  и I + K – обратим, то спектр оператора LK состоит только из поло-
жительных собственных значений { }λk k =

∞
1 , соответствующих собственным функциям 

{ }ϕk k =
∞

1 , которые образуют базис Рисса в L2(0,1), т.к. L–1 – компактный самосопряжен-
ный положительный оператор.

В частности, если 
σ α σ β α β1

1
2

1 0( ) ( )( ), ( ) ( )( ), , ,x L c x x L s x= = ≥− −

то KL ≥ 0  Следовательно, по Следствию 1.3, результаты Теоремы 1.1 верны для LK. В 
этом случае LK

−1  имеет форму

y L f L f c x f t L c t dt s x f t L s t dtK= = + +− − − −∫1 1 1 1

0

1

0

1
( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) .∫∫

Тогда ( ) ( )* *L LK K
− −=1 1  имеет вид

υ α β( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) .x L f x L c x f t c t dt L s x f t s t dt= + +− − −1 1 1

0

11

0

1

∫∫
Таким образом,

( )( ) "( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),*L x x q x x a x b x f xK υ υ υ υ υ= − ′′ + + ′ + ′ =0 1

D L WK( ) { ( , ) : ( ) ( ) },* = ∈ = =υ υ υ2
2 0 1 0 1 0

где
a x

c s s x s c x
a c s c s

( )
( , ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( , )
,=

− +
+ + −

αβ α β
β αβ

1
1 1

2

2 2 2

b x
c s s s c c x c c s s c

( )
[ ( )( ( )( , )] ( ) [ ( )( , ) ( )( )

=
+ − − − +α β β β α α1 1 1 1 1 12 2 ]] ( )

( )( ) ( , )
,

s x
a c s c s1 12 2 2+ + −β αβ

a x b x KerL( ), ( ) ∈ �  и ( · , ·) – скалярное произведение в L2(0,1). Оператор LK
*  действует 

как
L L QK

* * ,= +

где
( )( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( )Q x a x x x b x x x a x b xυ δ υ δ υ υ= < ′ > + < ′ − >= ′ +1 0 ′′υ ( ),1

L d
dx

q x* ( ),= − +
2

2

то есть, Q W∈ −
2

2 0 1( , ) .

Таким образом, мы построили пример несамосопряженного сингулярно возму-
щенного оператора Штурма-Лиувилля со спектром, который в точности совпадает 
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со спектром задачи Дирихле и с системой собственных векторов, которые образуют 
базис Рисса в L2(0,1).

Пример 2. В гильбертовом пространстве L2 ( )Ω , где Ω  ограниченная область в 
�m  с бесконечно гладкой границей ∂Ω , рассмотрим L0-минимальный и L� -макси-
мальный операторы, порожденные оператором Лапласа

 

			      −∆ = − ∂
∂

+ ∂
∂

+ + ∂
∂







u u
x

u
x

u
xm

2

1
2

2

2
2

2

2... .                                            (4.2)

Отметим, что замыкание L0 в пространстве L2 ( )Ω  оператора (4.2) Лапласа с обла-
стью определения C0

∞ Ω( )  называется минимальным оператором, соответствующим 
оператору Лапласа. Оператор L� , сопряжённый к минимальному оператору L0, соот-
ветствующему оператору Лапласа, называется максимальным оператором, соответ-
ствующим оператору Лапласа. Тогда 

D L u L Lu u L( ) { ( ) : ( )}.� �= ∈ Ω = −∆ ∈ Ω2 2

Обозначим через L оператор, соответствующий задаче Дирихле с областью опре-
деления 

D L u W u( ) { ( ) : }.= ∈ Ω =∂Ω2
2 0

Мы имеем (1.2), где K – произвольный линейный оператор, ограниченный в L2 ( )Ω  с 

R K KerL u L u( ) { ( ) : }.⊂ = ∈ Ω −∆ =� 2 0

Тогда оператор L определяется формулой 

Lu u� = −∆ ,

D L u D L I K L uK( ) { ( ) :[( ) ] },= ∈ − =∂Ω
� � 0

где I – тождественный оператор в L2 ( )Ω . Отметим, что L–1 – самосопряженный ком-
пактный оператор. Если K удовлетворяет условиям Теоремы 1.1, то LK имеет только 
положительный действительный спектр (т.е. σ( )LK ⊂ +� ), а система собственных 
векторов LK образуют базис Рисса в L2 ( )Ω . В частности, если 

Kf x f t t dt=
Ω∫ϕ ψ( ) ( ) ( ) ,

где ϕ ∈ ΩW loc2
2
, ( )  гармоническая функция и ψ ∈ ΩL2 ( )  то K B L∈ Ω( ( ))2  и R K KerL( ) ⊂ � . 

Из условия R K D L( ) ( )* *⊂  следует, что ψ ∈ ΩW2
2 ( )  и ψ ∂Ω = 0 . Из условия KL ≥ 0  

имеем ψ α ϕ α( ) ( )( ),x L x= ∈−
+

1 � . Тогда оператор LK является сужением L�  в области 
определения 

D L u D L u u
K( ) ( ) : ( , )= ∈ −

+









 =












∂Ω

� ϕ
ϕ

ϕ
1

02
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= ∈ −
+






















Ω ∂Ω∫u D L u u y y dy( ) : ( ) ( ) .� ϕ

ϕ
ϕ

1 2

Обратный оператор к LK
−1  имеет вид

	                               u L f L f f y L y dyK= = +− − −

Ω∫
1 1 1ϕ ϕ( )( )( ) . 	                    (4.3)

Находим сопряженный оператор LK
* . Из (4.3) для всех g L∈ Ω2 ( )  имеем

  	                              υ ϕ ϕ= = +− − −

Ω∫( ) ( ) ( ) ,*L g L g L g y y dyK
1 1 1

Тогда

                                    
L y y dy gK

* ( )( ) ( ) ,= −∆ +
+

∆ =
Ω
∫υ ϕ

ϕ
υ ϕ

1 2

                                       D L D L WK( ) ( ) { ( ) : .}* = = ∈ Ω =∂Ωυ υ2
2 0

В силу Следствия 1.4 спектр оператора  LK
*  состоит только из действительных 

положительных собственных значений, соответствующих собственным функциям, 
образующим базис Рисса в L2 ( )Ω . Заметим, что

                                     ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ),*L x x x F u g xK υ υ ϕ
ϕ

= − ∆ +
+

=
1 2

где F W∈ Ω−
2

2 ( )  и

                                                         F u y y dy( ) ( )( ) ( ) .= ∆
Ω
∫ υ ϕ

Это понимается в смысле определения пространства H ss− Ω >( ), 0 , так же, как и 
в Теореме 12.1 (см.[10, с.71]).

Таким образом, мы построили пример LK
*  несамосопряженного сингулярно воз-

мущенного оператора с действительным спектром. Более того, спектр этого оператора 
в точности совпадает со спектром задачи Дирихле, а соответствующие собственные 
векторы образуют базис Рисса в L2 ( )Ω .
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Максималды сызықты оператордың корректілі 
тарылуының меншікті векторлар жүйесінің Рисс 

бойынша базистілігі туралы

Бұл жұмыс корректілі тарылудың симметриялы минималды оператор жағдайындағы кейбір 
өзіне - өзі түйіндес операторлардың ұқсастығына арналған. Нәтижесінде алынған теорема 
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Штурм - Лиувилль операторына қолданылды, өзіне - өзі түйіндес емес сингулярлы ұйытқыған 
оператордың спектрі нақты және оған сәйкес келетін меншікті векторларының жүйесі Рисс 
базисін құрайтыны көрсетілді.

Түйін сөздер: максималды (минималды) оператор, корректілі тарылу, корректілі кеңею, 
нақты спектр, өзіне түйіндес емес оператор

B. N. Biyarov, Z. A. Zakariyeva 

Eurasian national university named after L.N. Gumiylev
Kazakhstan, c.Nur-Sultan

On the basicity by Riesz of the eigenvectors system 
of a correct restriction of the maximality linear operator

The work is devoted to the study of the similarity of a correct restriction to some self-adjoint operator 
in the case when the minimal operator is symmetric. The resulting theorem was applied to the Sturm-
Liouville operator and the Laplace operator. It is shown that the spectrum of a non self-adjoint singularly 
perturbed operator is real and the corresponding system of eigenvectors forms a Riesz basis.

Keywords: Maximal (minimal) operator, correct restriction, correct extension, real spectrum, non 
self-adjoint operator.


