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ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ СИТУАЦИИ 
РАВНОВЕСИЯ В фОРМЕ УРАВНЕНИЙ ГАМИЛЬТОНА-ЯКОБИ 

В статье рассматривается применение теории оптимального управления для решения урав-
нений Гамильтона -Якоба с фазовыми ограничениями.

Предлагается метод конструирования обобщенных решений с помощью задач оптимального 
управления. Приводятся результаты и анализ численных экспериментов, условий существования 
равновесных ситуаций в бескоалиционных дифференциальных играх нескольких лиц, а именно усло-
вия существования равновесных ситуаций в бескоалиционных дифференциальных играх несколь-
ких лиц, определяя действие по Гамильтону, получены необходимые условия в форме уравнений 
Гамильтона-Якоби.

Теория игр как прикладная математическая теория используется для понимания и объясне-
ния механизмов, которые используются, когда люди принимают решение. Теория способствует 
функционированию логики стратегического планирования и взаимосвязи между людьми. Теория 
игр как метод прикладной математики применяется для изучения поведения в разных ситуациях, 
помогает понять поведение экономических субъектов.

Теория имеет много приложений может быть использована в разных областях как стратеги-
ческие игры, области администрирования, экономики, исследовании искусственного элемента. В 
статье излагается математический метод изучения оптимальных ситуаций в теории игр.

Ключевые слова: дифференциальная игра; динамические системы; ситуация равновесия; 
равновесная траектория; функция Гамильтона-Якоби; уравнений Эйлера-Лагранжа; условия 
Вейерштрасса-Эрдмана.

Введение. Рассматривается дифференциальная игра нескольких лиц, состояние 
которой характеризуется в каждый момент времени фазовым вектором x(t) n-мерного 
евклидова пространства, при заданных начальных условиях и изменяющееся в соот-
ветствии с дифференциальным уравнением вида[1]:

                           �x t f t x t u t u t u t t t ti N f( ) ( , ( ), ( ),..., ( ),..., ( )), [ , ]= ∈1 0 ,                            (1)

С начальными условиями
                                                            x(t0) = x0                                                            (2)
Материалы и методы исследования
Функция Гамильтона Ni(t) для каждого игрока определена следующим образом[1]: 

                 H t t x t u t u t u t ti u t U t i N i
i i

( ) max , ( ), ( ),..., ( ),..., ( ), ( )
( ) ( )

=
∈ 1 ψ(( ) =∏ i

 (3)
                = ( ) + ( ) =ψ i i

p
i i

pt f t x t u t u t h t x t u t u t i N( ) , ( ), ( ) ( ) , ( ), ( ) ( ) , , .1
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Функция Гамильтона i – го игрока есть непрерывная функция времени, то есть не 
зависит от программной стратегии ui(t) этого игрока. Из условия (3) очевидно, что

            t x t u t u t t t x t u t u t t Hi ii i
p

ii i, ( ), ( ) ( ), ( ) , ( ), ( ) ( ), ( ) (ψ ψ( ) ≤ ( ) =∏ ∏ tt),               (4)

где 
                                           u t U t t t t i Ni i f( ) ( ), [ , ], , .∈ ∈ =0 1

По постановке задачи[1] функция ui(t) имеет конечное число точек разрыва. Пусть  
t – одна из них.

 Перейдя к пределам в неравенстве (4):

lim , ( ), ( ) ( ), ( ) lim , ( ), ( ) (
t i ii t i

pt x t u t u t t t x t u t u
→ − → −

( ) ≤∏τ τ
ψ

0 0
tt tii
), ( )ψ( ) =∏

= =→ −lim ( ), , .t iH t i Nτ 0 1

Отсюда следует

τ τ τ τ ψ τ τ, ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), , .x u u H i Ni ii i−( ) ≤ − =∏ 0 0 1

Из полученного неравенства с учетом условия (3) имеем: 

H x u u Hi u U i
p

ii ii i
( ) max , ( ), ( ) ( ), ( ) (( ) ( )τ τ τ τ τ ψ τ ττ τ= −( ) ≤ −− ∈ ∏0 0 0)).  .

С другой стороны, по условию (4), получим: 
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x u u∏∏
∏

≤
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Итак, мы получили неравенства:

H Hi i( ) ( )τ τ− ≤0  и H H i Ni i( ) ( ), , ,τ τ− ≥ =0 1

из которых следует, что

H H i Ni i( ) ( ), , ,τ τ− = =0 1

То есть, функция Hi(t) – непрерывна слева в точке t.
При условии, что t → t + 0, рассуждая аналогично с неравенства (4), получаем не-

прерывность функции Гамильтона Hi(t) в точке  справа.
Итак, мы получили, что Hi(t) непрерывна во всех точках отрезка [t0, tf]. 
Дальнейшие рассуждения будут проводиться с допущением, что функция Гамиль-

тона H t i Ni ( ), ,= 1   гладкая. 
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Условия непрерывности функций yi(t) и Hi(t) в точках излома �x  называются усло-
виями Вейерштрасса – Эрдмана [5] и записываются в виде: 

H H i Ni i( ) ( ), , ,τ τ+ = − =0 0 1

ψ τ ψ τi i i N( ) ( ), , .+ = − =0 0 1

Рассмотрим функционал для каждого игрока, имея функцию Гамильтона (3):

                 S x u u g x t

H t x t u t u t

i i i i f

i i

( ), ( ) / ( ), ( ) ( ( ))

, ( ), ( ) / ( ),

⋅ ⋅ ⋅ ⋅( ) = +

+

ψ

ψ ii it

t
t t x t dt i Nf ( ) ( ) ( ) , ,( ) −  =∫ ψ

0

1
                         (5) 

Здесь проведена операция максимизации по допустимому управлению ui(t) i- го 
игрока подынтегральной функции. Функционал Si(*) из (5) назовем действием по Га-
мильтону [3] i - го игрока.

Из условий 

               
t x t u t u t t h t x t u t u tN i Ni
, ( ), ( ),..., ( ), ( ) ( , ( ), ( ),..., ( ))1 1ψ( ) = +∏∏

=ψ

ψ
i N

p p
i

t f t x t u t u t i N

t x t u t t

( ) ( , ( ), ( ),..., ( )), , ;

, ( ), ( ), ( )
1 1

(( ) = ( )
∈ ∏∏ max , ( ), ( ) ( ), ( )

( ) ( )u t U t

p p
i iii

i i

t x t u t u t tψ

               (6)

и (3) следует, что на ситуации равновесия u p ( )⋅  и соответствующей равновесной тра-
ектории x p ( )⋅  существуют такие функции ψ i i N( ), ,⋅ = 1 , для которых верно соотно-
шение

S u x S x u u it
u p p

i i
p p

i i
i ( ) ( ), ( ), ( ) ( ), ( ) / ( ), ( ) ,⋅ ⋅ ⋅ ⋅( ) = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅( ) =ψ ψ 1,, N

Учитывая последнее равенство, вариация действия Si(*) из (5) в ситуации равнове-
сия по фазовой переменной  и вариация по сопряженным переменным ψ i t i N( ), ,= 1 , 
приводят к системе уравнений Гамильтона

                        
�

�

ψ
ψ

1 1( )
( , ( ), ( ) ( ), ( ))

, ,

( )
( ,

t
H t x t u t u t t
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i N

x t
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∂
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= −
∂ xx t u t u t t

i N
p p

i i

i

( ), ( ) ( ), ( ))
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                           (7)

Здесь ∂ ∗
∂

=
∂
∂

∂
∂

∂ ∗
∂

=
∂
∂

∂
∂

H
x

H
x

H
x

H H Hi i i
n

i i i( )
,..., ,

( )
,...,( ) ( ) ( )1 1ψ ψ ψ (( )n .

Система уравнений (7) не содержит управления i-го игрока ui(t) и является анало-
гом Гамильтоновых систем в механике [6;7].

Введем обозначение

L t x t x t u t u t t H t x t u t u t ti i i i i i, ( ), ( ), ( ) / ( ), ( ) , ( ), ( ) / ( ), (� ψ ψ( ) = )) ( ) ( ), , .( ) − =ψ i t x t i N� 1   (8)
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Здесь функция Li(*) является аналогом функции Лагранжа (лагранжиан) i-го 
игрока[6;7]. Учитывая определение функции Лагранжа(8), дадим определение функ-
ции Гамильтона в виде:

H L t x t i Ni i i( ) ( ) ( ) ( ), , .∗ = ∗ + =ψ � 1

 Из (6) и (3) следует, что функции Li(*) из (8) можно представить в виде: 
L L i Ni u t U t i

u

i i

i( ) max ( ), , ,
( ) ( )

( )∗ = ∗ =
∈

⋅ 1

где L t x t x t u t t H t x t u t t f xi
u

i i i
i ( ) , ( ), ( ), ( ), ( ) , ( ), ( ) ( ) ( (⋅ ( ) = ( ) +� ψ ψ tt u t t x t i N), ( ), ) ( ) , , ,−( ) =� 1

В выражениях для Li(*),  Li
ui ( ) ( )⋅ ∗ , когда функция yi(t) фиксирована, будем считать 

функции Li(*), Li
ui ( ) ( )⋅ ∗  зависящими соответственно только от t x t x t u t u ti, ( ), ( ), ( ) / ( )�( )  и 

t x t x t u t, ( ), ( ), ( )�( ) .
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Откуда из (7) следует, что для ситуации равновесия и соответствующей равновес-
ной траектории имеет место система управлений:

d
dt

L t x t x t u t u t
x
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p p p

i i
p p∂
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−
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∂
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В точках t, k s= 1,  излома экстремалей функции Li(*) удовлетворяют условиям 
Вейерштрасса-Эрдмана[5], вида:
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Условие (10) перепишем в виде:

                                L L L
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оно показывает, что касательные в точках �x k( )τ − 0  и �x k sk( ), ,τ + =0 1   не только 
параллельны, а даже совпадают.

Для канонических переменных [8;9]

ψ i
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i i
it L

x
H L L

x
x i N( )

( )
, ( ) ( )

( )
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Определим на ситуации равновесия ( ( ),..., ( ),..., ( ))u u ui N1 ⋅ ⋅ ⋅  вдоль соответствующей 
равновесной траектории x( )⋅  функцию действия S t x i Ni ( , ), ( , )= 1 , которая зависит 
от значения фазовой переменной x = x(t), выбранного как начальное состояние систе-
мы, соответствующего некоторому моменту времени t [10;11]:

  S t x g x t h x u fi i f u i ii i
( , ) ( ) max [ ( , ( ), ( )) ( )( (( ) ( )

= ( ) + +∈τ ϑ τ
τ τ τ ψ τ τ,, ( ), ( ))

( ))] , , .

x u

x dt i N
t

t f τ τ

τ

−

=

∫
� 1

      (11)

Запишем выражение (11) через лагранжиан Li(*) (8).

               S t x g x t L x x u u d i Ni i f i it

t f( , ) ( ) ( , ( ), ( ), ( ) / ( )) , , .= ( ) + =∫ τ τ τ τ τ τ� 1             (12)

Отметим, что в нашей задаче функции (4) характеризуют движение системы по 
равновесным траекториям. В дальнейших рассуждениях будем считать Si(t, x) из (12) 
гладкой функцией. Использование в точках её излома условий Вейерштрасса – Эр-
дмана [5, 13] позволяет распространить их на общий случай. 

Докажем, что функция Si(t, x) из (12) удовлетворяет уравнению Гамильтона-Якоби 
в частных производных, т.е. является главной функцией Гамильтона [10;11] i-го 
участника, S t x i Ni ( , ), ( , )= 1 . Действительно, вариация функции (12) по фазовой переменной 
в момент времени t имеет вид:

δ δx i
i f

f
i i

t
S t x

g x t
x

x t L
x

d
dt

L
xf

( , )
( ( ))
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∂
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∂ ∗
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∂
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∂ +
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∂
∂τ
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( )

( )
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� � (13)

Здесь символ (*) обозначает аргумент функции (функционала, теоретико-
множественного отображения).

Введем обозначение аналогично [2, 12]:

                              ψ i
i

ft L
x

t t t i N( )
( )

, [ , ), , .=
∂ ∗

∂
∈ =

� 0 1                                          (14)

Функции Si(t, x) из (12) определены на ситуациях равновесия вдоль равновес-
ных траекторий, поэтому для каждого участника справедливы уравнения Эйлера-
Лагранжа:

d
dt

L t x t x t u t u t
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= =0 1 , 

и в (13) интегральный член обращается в нуль. С учетом обозначения (14) соотноше-
ние (13) перейдет в следующее:

                  δ ψ δ ψ δx i
i f

i f f iS t x
g x t

x
t x t t x t i N( , )

( ( ))
( ) ( ) ( ) ( ), ,=

∂
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 + = 1 ..              (15)

Выбирая сопряженные переменные ψ i t i N( ), , .= 1 ,  таким образом, чтобы любые 
малые вариации равновесных значений, освобожденных от связей х, «не улучшали» 
бы функционала 

Махмудова Ш. Д. и др. Достаточные условия существования ситуации равновесия ...



Вестник национальной инженерной академии Республики Казахстан. 2022. № 2 (84)188

                           

S g x t t x t

S t x t h t

i
u

i f i t
t

t
t

i i

i f

f

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ( ) ( ) ( ,

⋅ ∗ = ( ) − +

+ +

ψ

ψ
0

0
� xx t u t u t

t f t x t u t u t dt
N

i N

( ), ( ),..., ( ))

( ) ( , ( ), ( ),..., ( ))] ,
1

1

+

+ψ ii N= 1, .
граничные условия для сопряженной переменной ψ i t i N( ), , .= 1 i-го игрока получаются:

                                   ψ i f
i ft

g x t
x

i N( )
( ( ))

, , .= −
∂

∂
= 1                                               (16)

 Из соотношений (15) и (16) получаем:

                                ψ i
i

ft s t x
x

t t t i N( )
( , )

, [ , ), , .= −
∂

∂
∈ =0 1                                       (17)

Из определения (12) полная производная по времени функции Si(t, x): 

                                                 
ds t x
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L i Ni

i
( , )

( ), , .= − ∗ = 1

С другой стороны, рассматривая (12) как функцию переменных x = x(t) и t, исполь-
зуя соотношение (17), имеем:

ds t x
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s t x
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Окончательно получим
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( ) ( ) ( ) , , .ψ � 0 1                                 (18)

Откуда с учетом (17) и 
L t x t x t u t u t t H t x t u t u ti i i i i i( , ( ), ( ), ( ) / ( ), ( )) ( , ( ), ( ) / ( ), (� ψ ψ= tt t x t i Ni)) ( ) ( ), ,− =ψ � 1  
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Используя определение функции Гамильтона Hi(*) (3), представим последнее 
уравнение в виде: 
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где функции Понтрягина определены в виде: 
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С учетом (17) из (18) окончательно получим уравнение 
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= 0  (19),

которое является аналогом уравнения Гамильтона-Якоби для i-го участника (i N= 1, ). 
Граничное условие для Si(t, x) следует при t = tf из (12):

                                S t x t g x t i Ni f f i f, ( ) ( ) , , .( ) = ( ) = 1                                             (20)

Результаты исследования. Уравнения Гамильтона-Якоби (19) являются и до-
статочными условиями существования ситуации равновесия для дифференциальной 
игры (1) – (5), т.е. справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Для того чтобы ситуация u u u u xp p
N
P p p( ) ( ),..., ( ) , ( ) ( )⋅ = ⋅ ⋅( ) ⋅ → ⋅1  являлась 

ситуацией равновесия в игре (1) - (5), достаточно, чтобы существовало гладкое ре-
шение уравнения (9) с граничным условием (10), а стратегия u p

1 ( )⋅  i-го участника в 
каждый момент времени t удовлетворяла условию 
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Доказательство. Для управления u u up p
N
P( ) ( ),..., ( )⋅ = ⋅ ⋅( )1  в каждой точке t его непре-

рывности в силу определения функции Гамильтона и условий Вейерштрасса Эрдмана 
на траектории x p ( )⋅  имеем:
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Интегрируя вдоль x p ( )⋅ , получим
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∫

или с учетом (10):

S t x t J u u i Ni
p

i
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p( , ( )) ( ) // ( ) , , ,0 0 1= ⋅ ⋅( ) =

Где J ui ( )⋅( )  – выигрыша i-го участника в дифференциальной игре[1], i N= 1, .
Пусть �ui ( )⋅ , i N= 1,  – другое допустимое управление i-го участника в игре [1], а 

�xi ( )⋅  – соответствующая траектория u u xp
i i( ) // ( ) ( )⋅ ⋅( ) → ⋅� � . Для них в силу (21) имеем 

dS t x t
dt

h t x t u t u t

S t x t
t

S

i
i

p
i

i

( , ( ))
( , ( ), ( ) // ( ))

( , ( ))

� � �

�

+ =

∂
∂

+
∂ ii p

i i
pt x t

x
f t x t u t u t h t x t u t u( , ( ))
( , ( ), ( ) // ( )) ( , ( ), ( ) //

� � � � �
∂

+ ii

i
u

i

t

S t x t
t

S t x t
x

f t x t
i i

( )

( , ( ))
max

( , ( ))
( , ( )( ) ( )

≤

∂
∂

+
∂

∂∈

� � �τ ϑ τ ,, ( ) // ( )) ( , ( ), ( ) // ( ) , , .u t u t h t x t u t u t i Np
i i

p
i� � �+





= =0 1

Махмудова Ш. Д. и др. Достаточные условия существования ситуации равновесия ...



Вестник национальной инженерной академии Республики Казахстан. 2022. № 2 (84)190 dS t x t
dt

h t x t u t u t

S t x t
t

S

i
i

p
i

i

( , ( ))
( , ( ), ( ) // ( ))

( , ( ))

� � �

�

+ =

∂
∂

+
∂ ii p

i i
pt x t

x
f t x t u t u t h t x t u t u( , ( ))
( , ( ), ( ) // ( )) ( , ( ), ( ) //

� � � � �
∂

+ ii

i
u

i

t

S t x t
t

S t x t
x

f t x t
i i

( )

( , ( ))
max

( , ( ))
( , ( )( ) ( )

≤

∂
∂

+
∂

∂∈

� � �τ ϑ τ ,, ( ) // ( )) ( , ( ), ( ) // ( ) , , .u t u t h t x t u t u t i Np
i i

p
i� � �+





= =0 1

i N= 1,

Интегрируя вдоль �x t( ) , получаем: 

S t x t S t x t h t x t u t u t dti f f i i
p( , ( )) ( , ( )) ( , ( ), ( ) // ( )) ,� � � �− = − ≤0 0 0

tt

t

f
∫

что в силу (2), (20), эквивалентно:

S t x t J u u i Ni i
p

i
p( , ( )) ( ) // ( ) , , .0 0 1� ≥ ⋅ ⋅( ) =

Сравнивая полученное неравенство с (12), имеем: 

J u J u u i Ni
p

i
p

i
p( ) ( ) // ( ) , , .⋅( ) ≥ ⋅ ⋅( ) = 1

Таким образом, u u i Np
i
p( ) ( ), , .⋅ = ⋅ =( )1  является ситуацией равновесия, а соответ-

ственно траектория x p ( )⋅  – равновесная в игре[1].
Замечание. Используя необходимые[1] и полученные выше достаточные условия, 

можно строить методы нахождения ситуации равновесия в бескоалиционных диффе-
ренциальных играх.
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Система u x x t S t x
x

u t u t i Ni
p

i
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i=
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=ϕ , ( ),
( , )

, ( ) / ( ) , ,1   представляет собой си-

стему N уравнений относительно равновесных стратегий игроков u i Ni
p ( ), ,⋅ = 1 . Если 

существует решение данной системы в классе допустимых стратегий, то, решив ее, 
получим:
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                     u x x t S t x
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Подставляя найденное значение равновесной стратегии в уравнение (19), полу-
чаем систему дифференциальных уравнений в частных производных относительно 
функции S t x i Ni ( , ), ,= 1 :
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Если существует N различных функций Si(t, x), которые удовлетворяют системе 
(22) с граничными условиями (20), то решение игры определено полностью. В са-
мом деле, подставив полученные функции S t x i Ni ( , ), ,= 1  в равенство (22), получаем 
равновесные стратегии вида:

u t u t x i Ni
p

i
p( ) ( , ), ,= = 1 , 

Как функции координат и времени. Пусть стратегии u t u t x i Ni
p

i
p( ) ( , ), ,= = 1  по-

рождают единственную траекторию xp(t) системы (1) при начальном условии (2), 
определенную на отрезке [t0, tf], вдоль которой функции u t u t x t i Ni

p
i
p p( ) ( , ( )), ,= = 1 ,  – 

кусочно-непрерывны. Тогда стратегия u t u i Ni
p

i
p( ) , ,= = 1 ,  является ситуацией равно-

весия в игре[1].
заключение. Из полученных результатов можно сделать вывод: методы аналити-

ческой механики являются общими, едиными для изучения движения и равновесия, 
которые применимы для различных материальных систем [14,15]. Так, с помощью 
принципов аналитической механики, мы выразили достаточные условия существо-
вания ситуации равновесия в бескоалиционной дифференциальной игре лиц через 
уравнения движения в форме Гамильтона – Якоби.
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ТЕПЕ-ТЕҢДІК ЖАҒДАЙДЫҢ БАР БОЛУЫНЫҢ ГАМИЛЬТОН-ЯКОБИ 
ТЕҢДЕУЛЕРІ ТҮРІНДЕГІ ЖЕТКІЛІКТІ ШАРТТАРЫ

Мақалада фазалық шектеулері бар Гамильтон-Якоби теңдеулерін шешу үшін оңтайлы 
басқару теориясын қолдану қарастырылады.

Оңтайлы басқару есептерін қолдана отырып, жалпыланған шешімдерді құру әдісі ұсынылған. 
Сандық эксперименттердің нәтижелері мен талдауы, бірнеше тұлғалардың ынтымақтастығы 
жоқ дифференциалдық ойындарындағы тепе-теңдік жағдайларының болуының шарттары, 
атап айтқанда, Гамильтон бойынша әрекетті анықтайтын бірнеше тұлғаның бірлескен емес 
дифференциалдық ойындарындағы тепе-теңдік жағдайларының Гамильтон-Якоби теңдеулері 
түріндегі болу шарттары алынған.

Ойын теориясы қолданбалы математикалық теория ретінде, адамдар шешім 
қабылдаған кезде қолданылатын механизмдерді түсіну және түсіндіру үшін қолданылады. 
Теория стратегиялық жоспарлау логикасы мен адамдар арасындағы қарым-қатынастың 
қызмет етуіне ықпал етеді. Ойын теориясы қолданбалы математика әдісі ретінде әртүрлі 
жағдайларда әрекетті зерттеу үшін қолданылады, экономикалық субъекттердің әрекетін 
түсінуге көмектеседі.

Теорияның көптеген қолданбалары бар және стратегиялық ойындар, әкімшілік саласы, 
экономика және жасанды элементті зерттеу сияқты әртүрлі салаларда қолданылуы мүмкін. 
Мақалада ойын теориясындағы оңтайлы жағдайларды зерттеудің математикалық әдісі 
сипатталған.

түйін сөздер: дифференциалдық ойын; динамикалық жүйелер; тепе-теңдік жағдайы; тепе-
теңдік траекториясы; Гамильтон-Якоби функциясы; Эйлер-Лагранж теңдеулері; Вейерштрасс-
Эрдман шарттары.
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 SUFFICIENT CONDITIONS FOR THE ExISTENCE OF EQUILIBRIUM IN
THE FORM OF HAMILTON-JACOBI EQUATIONS

The article discusses the application of the theory of optimal control for solving Hamilton-Jacob 
equations with phase constraints.

A method for constructing generalized solutions using optimal control problems is proposed. The 
results and analysis of numerical experiments, conditions for the existence of equilibrium situations in 
noncooperative differential games of several persons, namely the conditions for the existence of equilibrium 
situations in noncooperative differential games of several persons, defining the action according to 
Hamilton, are stated. Necessary conditions in the form of Hamilton-Jacobi equations are obtained.

Game theory as an applied mathematical theory is used to understand and explain the mechanisms 
that are used when people make decisions. The theory contributes to the functioning of the logic of strategic 
planning and the relationship between individuals. Game theory as a method of applied mathematics 
is used for behavioral studies in various conditions, and helps understand the behavior of economic 
agents. 

The theory has many applications and can be used in different areas such as: strategy games, 
administration, economics and artificial intelligence research. The article describes a mathematical 
method for studying optimal situations in game theory.

Key words: Differential game; dynamic systems; equilibrium situation; equilibrium trajectory; 
Hamilton-Jacobi function; Euler-Lagrange equations; Weierstrass-Erdmann conditions.


