
УДК 519.6
https://doi.org/10.47533/2024.1606-146X.17

А. К. Кайракбаев1*, Ж. С. Туткушева2

1Казахско-Русский международный университет, Актобе, Казахстан;
2Актюбинский региональный университет имени К.Жубанова, Актобе, Казахстан,

kairak@mail.ru, zhailan_k@mail.ru

О СВОЙСТВАХ ОДНОЙ ВСПОМОГАТЕЛЬНОЙ ФУНКЦИИ ДЛЯ 
ВЫЧИСЛЕНИЯ ГЛОБАЛЬНОГО ЭКСТРЕМУМА

Исследуются свойства одной вспомогательной функции (ВФ) для вычисления глобального 
оптимума функции многих переменных. Рассматриваемая ВФ построена путем преобразования 
целевой функции с помощью интеграла Лебега и является функцией одной переменной. Несмотря 
на то, что в предыдущих работах эта ВФ применялась для нахождения глобального минимума 
гладких функций на выпуклых замкнутых множествах с помощью алгоритма деления отрезка 
пополам, ее свойства не были изучены. Здесь эта ВФ используется для вычисления глобального 
экстремума непрерывных функций, заданных на ограниченных замкнутых множествах много-
мерного евклидового пространства. Установлены основные свойства ВФ для любой непрерывной 
целевой функции такие, как неотрицательность, положительная однородность, равномерная не-
прерывность, дифференцируемость и строгая выпуклость, более того, найдены производные до 
некоторого порядка. Сформулирован критерий оптимальности. Основной критерий оптималь-
ности состоит в том, что значение свободной переменной, при котором ВФ и ее производные до 
некоторого порядка равны нулю, совпадает с глобальным минимумом целевой функции. Из данного 
критерия оптимальности следует, что для вычисления глобального минимума целевой функции 
достаточно найти нуль ВФ или ее какой-нибудь производной до некоторого порядка. 
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Введение. Суть задачи нахождения глобального экстремума состоит в том, что-
бы найти решение с минимальным (максимальным) значением целевой функции. 
В настоящее время о методах и проблемах глобальной оптимизации известно и на-
писано очень много [1-5]. Тем не менее, из-за их практической важности, задачи 
глобальной оптимизации непрерывно возникают и исследуются во многих областях 
науки [6-9]. Тем самым постоянно порождается потребность в разработках новых 
методов и подходов их решения, поскольку универсального алгоритма их решения 
не существует. 

На сегодняшний день все известные методы глобальной оптимизации можно раз-
делить на две категории [1, 4, 5], детерминированные методы [1, 2] и стохастические 
методы [10, 11]. И также задачи оптимизации принято делить на два типа: статические 
и динамические. К статическому типу относят задачи, при решении которых необхо-
димо определить значения аргументов, доставляющих целевой функции экстремаль-
ное значение. Динамическим типом считают задачи, когда должна быть определена 
функция, называемая управляющей функцией, при которой целевой функционал при-
нимает свое максимальное или минимальное значение. 
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При решении статических задач с нелинейной целевой функцией возникают боль-
шие сложности. Основные трудности связаны с многоэкстремальностью, большой 
размерностью и невыпуклостью целевой функции. К текущему моменту опубликова-
но не малое число работ, посвященных на преодоление вышеуказанных трудностей 
[9, 12, 13].

В настоящей работе предложен новый метод нахождения глобального миниму-
ма, основанный на идее вспомогательных функций. При этом объектом исследования 
является не сама целевая функция, а вспомогательная функция одной переменной, 
построенная путем преобразования исходной функции цели с помощью интеграла 
Лебега. Следует отметить, что изученная в данной работе вспомогательная функция 
рассматривалась в работе [14]. В ней с ее помощью был предложен алгоритм деления 
отрезка пополам вычисления глобального экстремума для гладких и многоэкстре-
мальных функций нескольких переменных, определенных на выпуклых компактных 
множествах. В настоящей статье, в отличие от работы [14], подробно исследованы 
основные свойства указанной вспомогательной функции для любой непрерывной 
функции цели. Установлен критерий оптимальности.

Постановка задачи. Рассмотрим измеримое пространство с мерой 
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играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь 𝑚 некоторое заданное 
натуральное число.  
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не сама целевая функция, а вспомогательная функция одной переменной, построенная путем 
преобразования исходной функции цели с помощью интеграла Лебега. Следует отметить, 
что изученная в данной работе вспомогательная функция рассматривалась в работе [14]. В 
ней с ее помощью был предложен алгоритм деления отрезка пополам вычисления 
глобального экстремума для гладких и многоэкстремальных функций нескольких 
переменных, определенных на выпуклых компактных множествах. В настоящей статье, в 
отличие от работы [14], подробно исследованы основные свойства указанной 
вспомогательной функции для любой непрерывной функции цели. Установлен критерий 
оптимальности. 
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∃𝛼 ∈ ℝ множество Е(𝐹,α) компактное, непустое и 𝐹 ∈ 𝐿𝑚(𝐸, 𝜇), для некоторого целого 
положительного числа 𝑚. 

Рассмотрим задачу 
      𝛼� = globmin𝑥∈E 𝐹(𝑥).     (1) 

Введем вспомогательную функцию  
    𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ,𝐸     (2) 

играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь 𝑚 некоторое заданное 
натуральное число.  

Целью настоящей работы является изучение основных свойств функций (2) и на их 
основе построение эффективного численного метода решения задачи (1).  
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5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = 𝑔𝑚(𝐹, 0), для всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
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функция с вещественными значениями. Из непрерывности  𝐹 следует измеримость 
множества Е(𝐹,α) = {𝑥 ∈ E|𝐹(𝑥) ≤ 𝛼} для каждого 𝛼 ∈ ℝ. Кроме того, будем полагать, что  
∃𝛼 ∈ ℝ множество Е(𝐹,α) компактное, непустое и 𝐹 ∈ 𝐿𝑚(𝐸, 𝜇), для некоторого целого 
положительного числа 𝑚. 

Рассмотрим задачу 
      𝛼� = globmin𝑥∈E 𝐹(𝑥).     (1) 

Введем вспомогательную функцию  
    𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ,𝐸     (2) 

играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь 𝑚 некоторое заданное 
натуральное число.  

Целью настоящей работы является изучение основных свойств функций (2) и на их 
основе построение эффективного численного метода решения задачи (1).  

 
Свойства вспомогательной функции 

 
Лемма 1. Вспомогательная функция (2) имеет следующие свойства: 
1) 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) ≥ 0; 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = 0 для любой постоянной С ≥ 𝛼; 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹,𝑘𝛼) = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼), для вещественного числа 𝑘 ≥ 0, 𝛼 ≥ 𝛼�; 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = 𝑔(𝐹,𝛼), для любого вещественного 𝑘 и всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = 𝑔𝑚(𝐹, 0), для всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1) для каждого 𝛼 ≥ 0; 
7) равномерно непрерывна в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�; 
8) является строго выпуклой в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�. 
Доказательство.  
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сложности. Основные трудности связаны с многоэкстремальностью, большой размерностью 
и невыпуклостью целевой функции. К текущему моменту опубликовано не малое число 
работ, посвященных на преодоление вышеуказанных трудностей [9, 12, 13]. 

В настоящей работе предложен новый метод нахождения глобального минимума, 
основанный на идее вспомогательных функций. При этом объектом исследования является 
не сама целевая функция, а вспомогательная функция одной переменной, построенная путем 
преобразования исходной функции цели с помощью интеграла Лебега. Следует отметить, 
что изученная в данной работе вспомогательная функция рассматривалась в работе [14]. В 
ней с ее помощью был предложен алгоритм деления отрезка пополам вычисления 
глобального экстремума для гладких и многоэкстремальных функций нескольких 
переменных, определенных на выпуклых компактных множествах. В настоящей статье, в 
отличие от работы [14], подробно исследованы основные свойства указанной 
вспомогательной функции для любой непрерывной функции цели. Установлен критерий 
оптимальности. 

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим измеримое пространство с мерой  (ℝ𝒏,𝔅, 𝜇), где ℝ𝒏 – евклидово n мерное 

пространство, 𝔅 - Борелевская σ-алгебра в пространстве ℝ𝒏,  𝜇 мера Лебега над 𝔅. 
Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная целевая 

функция с вещественными значениями. Из непрерывности  𝐹 следует измеримость 
множества Е(𝐹,α) = {𝑥 ∈ E|𝐹(𝑥) ≤ 𝛼} для каждого 𝛼 ∈ ℝ. Кроме того, будем полагать, что  
∃𝛼 ∈ ℝ множество Е(𝐹,α) компактное, непустое и 𝐹 ∈ 𝐿𝑚(𝐸, 𝜇), для некоторого целого 
положительного числа 𝑚. 

Рассмотрим задачу 
      𝛼� = globmin𝑥∈E 𝐹(𝑥).     (1) 

Введем вспомогательную функцию  
    𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ,𝐸     (2) 

играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь 𝑚 некоторое заданное 
натуральное число.  

Целью настоящей работы является изучение основных свойств функций (2) и на их 
основе построение эффективного численного метода решения задачи (1).  

 
Свойства вспомогательной функции 

 
Лемма 1. Вспомогательная функция (2) имеет следующие свойства: 
1) 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) ≥ 0; 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = 0 для любой постоянной С ≥ 𝛼; 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹,𝑘𝛼) = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼), для вещественного числа 𝑘 ≥ 0, 𝛼 ≥ 𝛼�; 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = 𝑔(𝐹,𝛼), для любого вещественного 𝑘 и всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = 𝑔𝑚(𝐹, 0), для всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1) для каждого 𝛼 ≥ 0; 
7) равномерно непрерывна в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�; 
8) является строго выпуклой в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�. 
Доказательство.  
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сложности. Основные трудности связаны с многоэкстремальностью, большой размерностью 
и невыпуклостью целевой функции. К текущему моменту опубликовано не малое число 
работ, посвященных на преодоление вышеуказанных трудностей [9, 12, 13]. 

В настоящей работе предложен новый метод нахождения глобального минимума, 
основанный на идее вспомогательных функций. При этом объектом исследования является 
не сама целевая функция, а вспомогательная функция одной переменной, построенная путем 
преобразования исходной функции цели с помощью интеграла Лебега. Следует отметить, 
что изученная в данной работе вспомогательная функция рассматривалась в работе [14]. В 
ней с ее помощью был предложен алгоритм деления отрезка пополам вычисления 
глобального экстремума для гладких и многоэкстремальных функций нескольких 
переменных, определенных на выпуклых компактных множествах. В настоящей статье, в 
отличие от работы [14], подробно исследованы основные свойства указанной 
вспомогательной функции для любой непрерывной функции цели. Установлен критерий 
оптимальности. 

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим измеримое пространство с мерой  (ℝ𝒏,𝔅, 𝜇), где ℝ𝒏 – евклидово n мерное 

пространство, 𝔅 - Борелевская σ-алгебра в пространстве ℝ𝒏,  𝜇 мера Лебега над 𝔅. 
Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная целевая 

функция с вещественными значениями. Из непрерывности  𝐹 следует измеримость 
множества Е(𝐹,α) = {𝑥 ∈ E|𝐹(𝑥) ≤ 𝛼} для каждого 𝛼 ∈ ℝ. Кроме того, будем полагать, что  
∃𝛼 ∈ ℝ множество Е(𝐹,α) компактное, непустое и 𝐹 ∈ 𝐿𝑚(𝐸, 𝜇), для некоторого целого 
положительного числа 𝑚. 

Рассмотрим задачу 
      𝛼� = globmin𝑥∈E 𝐹(𝑥).     (1) 

Введем вспомогательную функцию  
    𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ,𝐸     (2) 

играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь 𝑚 некоторое заданное 
натуральное число.  

Целью настоящей работы является изучение основных свойств функций (2) и на их 
основе построение эффективного численного метода решения задачи (1).  

 
Свойства вспомогательной функции 

 
Лемма 1. Вспомогательная функция (2) имеет следующие свойства: 
1) 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) ≥ 0; 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = 0 для любой постоянной С ≥ 𝛼; 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹,𝑘𝛼) = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼), для вещественного числа 𝑘 ≥ 0, 𝛼 ≥ 𝛼�; 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = 𝑔(𝐹,𝛼), для любого вещественного 𝑘 и всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = 𝑔𝑚(𝐹, 0), для всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1) для каждого 𝛼 ≥ 0; 
7) равномерно непрерывна в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�; 
8) является строго выпуклой в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�. 
Доказательство.  
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сложности. Основные трудности связаны с многоэкстремальностью, большой размерностью 
и невыпуклостью целевой функции. К текущему моменту опубликовано не малое число 
работ, посвященных на преодоление вышеуказанных трудностей [9, 12, 13]. 

В настоящей работе предложен новый метод нахождения глобального минимума, 
основанный на идее вспомогательных функций. При этом объектом исследования является 
не сама целевая функция, а вспомогательная функция одной переменной, построенная путем 
преобразования исходной функции цели с помощью интеграла Лебега. Следует отметить, 
что изученная в данной работе вспомогательная функция рассматривалась в работе [14]. В 
ней с ее помощью был предложен алгоритм деления отрезка пополам вычисления 
глобального экстремума для гладких и многоэкстремальных функций нескольких 
переменных, определенных на выпуклых компактных множествах. В настоящей статье, в 
отличие от работы [14], подробно исследованы основные свойства указанной 
вспомогательной функции для любой непрерывной функции цели. Установлен критерий 
оптимальности. 

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим измеримое пространство с мерой  (ℝ𝒏,𝔅, 𝜇), где ℝ𝒏 – евклидово n мерное 

пространство, 𝔅 - Борелевская σ-алгебра в пространстве ℝ𝒏,  𝜇 мера Лебега над 𝔅. 
Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная целевая 

функция с вещественными значениями. Из непрерывности  𝐹 следует измеримость 
множества Е(𝐹,α) = {𝑥 ∈ E|𝐹(𝑥) ≤ 𝛼} для каждого 𝛼 ∈ ℝ. Кроме того, будем полагать, что  
∃𝛼 ∈ ℝ множество Е(𝐹,α) компактное, непустое и 𝐹 ∈ 𝐿𝑚(𝐸, 𝜇), для некоторого целого 
положительного числа 𝑚. 

Рассмотрим задачу 
      𝛼� = globmin𝑥∈E 𝐹(𝑥).     (1) 

Введем вспомогательную функцию  
    𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ,𝐸     (2) 

играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь 𝑚 некоторое заданное 
натуральное число.  

Целью настоящей работы является изучение основных свойств функций (2) и на их 
основе построение эффективного численного метода решения задачи (1).  

 
Свойства вспомогательной функции 

 
Лемма 1. Вспомогательная функция (2) имеет следующие свойства: 
1) 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) ≥ 0; 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = 0 для любой постоянной С ≥ 𝛼; 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹,𝑘𝛼) = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼), для вещественного числа 𝑘 ≥ 0, 𝛼 ≥ 𝛼�; 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = 𝑔(𝐹,𝛼), для любого вещественного 𝑘 и всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = 𝑔𝑚(𝐹, 0), для всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1) для каждого 𝛼 ≥ 0; 
7) равномерно непрерывна в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�; 
8) является строго выпуклой в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�. 
Доказательство.  
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1) 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) ≥ 0; 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = 0 для любой постоянной С ≥ 𝛼; 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹,𝑘𝛼) = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼), для вещественного числа 𝑘 ≥ 0, 𝛼 ≥ 𝛼�; 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = 𝑔(𝐹,𝛼), для любого вещественного 𝑘 и всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = 𝑔𝑚(𝐹, 0), для всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1) для каждого 𝛼 ≥ 0; 
7) равномерно непрерывна в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�; 
8) является строго выпуклой в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�. 
Доказательство.  

 для 
некоторого целого положительного числа m.

Рассмотрим задачу
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сложности. Основные трудности связаны с многоэкстремальностью, большой размерностью 
и невыпуклостью целевой функции. К текущему моменту опубликовано не малое число 
работ, посвященных на преодоление вышеуказанных трудностей [9, 12, 13]. 

В настоящей работе предложен новый метод нахождения глобального минимума, 
основанный на идее вспомогательных функций. При этом объектом исследования является 
не сама целевая функция, а вспомогательная функция одной переменной, построенная путем 
преобразования исходной функции цели с помощью интеграла Лебега. Следует отметить, 
что изученная в данной работе вспомогательная функция рассматривалась в работе [14]. В 
ней с ее помощью был предложен алгоритм деления отрезка пополам вычисления 
глобального экстремума для гладких и многоэкстремальных функций нескольких 
переменных, определенных на выпуклых компактных множествах. В настоящей статье, в 
отличие от работы [14], подробно исследованы основные свойства указанной 
вспомогательной функции для любой непрерывной функции цели. Установлен критерий 
оптимальности. 

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим измеримое пространство с мерой  (ℝ𝒏,𝔅, 𝜇), где ℝ𝒏 – евклидово n мерное 

пространство, 𝔅 - Борелевская σ-алгебра в пространстве ℝ𝒏,  𝜇 мера Лебега над 𝔅. 
Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная целевая 

функция с вещественными значениями. Из непрерывности  𝐹 следует измеримость 
множества Е(𝐹,α) = {𝑥 ∈ E|𝐹(𝑥) ≤ 𝛼} для каждого 𝛼 ∈ ℝ. Кроме того, будем полагать, что  
∃𝛼 ∈ ℝ множество Е(𝐹,α) компактное, непустое и 𝐹 ∈ 𝐿𝑚(𝐸, 𝜇), для некоторого целого 
положительного числа 𝑚. 

Рассмотрим задачу 
      𝛼� = globmin𝑥∈E 𝐹(𝑥).     (1) 

Введем вспомогательную функцию  
    𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ,𝐸     (2) 

играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь 𝑚 некоторое заданное 
натуральное число.  

Целью настоящей работы является изучение основных свойств функций (2) и на их 
основе построение эффективного численного метода решения задачи (1).  

 
Свойства вспомогательной функции 

 
Лемма 1. Вспомогательная функция (2) имеет следующие свойства: 
1) 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) ≥ 0; 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = 0 для любой постоянной С ≥ 𝛼; 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹,𝑘𝛼) = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼), для вещественного числа 𝑘 ≥ 0, 𝛼 ≥ 𝛼�; 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = 𝑔(𝐹,𝛼), для любого вещественного 𝑘 и всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = 𝑔𝑚(𝐹, 0), для всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1) для каждого 𝛼 ≥ 0; 
7) равномерно непрерывна в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�; 
8) является строго выпуклой в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�. 
Доказательство.  

			            (1)

Введем вспомогательную функцию 

 			 

 
Е-mail корреспондирующего автора: kairak@mail.ru 
При решении статических задач с нелинейной целевой функцией возникают большие  

сложности. Основные трудности связаны с многоэкстремальностью, большой размерностью 
и невыпуклостью целевой функции. К текущему моменту опубликовано не малое число 
работ, посвященных на преодоление вышеуказанных трудностей [9, 12, 13]. 

В настоящей работе предложен новый метод нахождения глобального минимума, 
основанный на идее вспомогательных функций. При этом объектом исследования является 
не сама целевая функция, а вспомогательная функция одной переменной, построенная путем 
преобразования исходной функции цели с помощью интеграла Лебега. Следует отметить, 
что изученная в данной работе вспомогательная функция рассматривалась в работе [14]. В 
ней с ее помощью был предложен алгоритм деления отрезка пополам вычисления 
глобального экстремума для гладких и многоэкстремальных функций нескольких 
переменных, определенных на выпуклых компактных множествах. В настоящей статье, в 
отличие от работы [14], подробно исследованы основные свойства указанной 
вспомогательной функции для любой непрерывной функции цели. Установлен критерий 
оптимальности. 

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим измеримое пространство с мерой  (ℝ𝒏,𝔅, 𝜇), где ℝ𝒏 – евклидово n мерное 

пространство, 𝔅 - Борелевская σ-алгебра в пространстве ℝ𝒏,  𝜇 мера Лебега над 𝔅. 
Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная целевая 

функция с вещественными значениями. Из непрерывности  𝐹 следует измеримость 
множества Е(𝐹,α) = {𝑥 ∈ E|𝐹(𝑥) ≤ 𝛼} для каждого 𝛼 ∈ ℝ. Кроме того, будем полагать, что  
∃𝛼 ∈ ℝ множество Е(𝐹,α) компактное, непустое и 𝐹 ∈ 𝐿𝑚(𝐸, 𝜇), для некоторого целого 
положительного числа 𝑚. 

Рассмотрим задачу 
      𝛼� = globmin𝑥∈E 𝐹(𝑥).     (1) 

Введем вспомогательную функцию  
    𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ,𝐸     (2) 

играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь 𝑚 некоторое заданное 
натуральное число.  

Целью настоящей работы является изучение основных свойств функций (2) и на их 
основе построение эффективного численного метода решения задачи (1).  

 
Свойства вспомогательной функции 

 
Лемма 1. Вспомогательная функция (2) имеет следующие свойства: 
1) 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) ≥ 0; 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = 0 для любой постоянной С ≥ 𝛼; 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹,𝑘𝛼) = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼), для вещественного числа 𝑘 ≥ 0, 𝛼 ≥ 𝛼�; 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = 𝑔(𝐹,𝛼), для любого вещественного 𝑘 и всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = 𝑔𝑚(𝐹, 0), для всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1) для каждого 𝛼 ≥ 0; 
7) равномерно непрерывна в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�; 
8) является строго выпуклой в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�. 
Доказательство.  

	                       (2)

играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь m некоторое заданное 
натуральное число. 

Целью настоящей работы является изучение основных свойств функций (2) и на 
их основе построение эффективного численного метода решения задачи (1). 

Свойства вспомогательной функции. Лемма 1. Вспомогательная функция (2) 
имеет следующие свойства:

1) 
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сложности. Основные трудности связаны с многоэкстремальностью, большой размерностью 
и невыпуклостью целевой функции. К текущему моменту опубликовано не малое число 
работ, посвященных на преодоление вышеуказанных трудностей [9, 12, 13]. 

В настоящей работе предложен новый метод нахождения глобального минимума, 
основанный на идее вспомогательных функций. При этом объектом исследования является 
не сама целевая функция, а вспомогательная функция одной переменной, построенная путем 
преобразования исходной функции цели с помощью интеграла Лебега. Следует отметить, 
что изученная в данной работе вспомогательная функция рассматривалась в работе [14]. В 
ней с ее помощью был предложен алгоритм деления отрезка пополам вычисления 
глобального экстремума для гладких и многоэкстремальных функций нескольких 
переменных, определенных на выпуклых компактных множествах. В настоящей статье, в 
отличие от работы [14], подробно исследованы основные свойства указанной 
вспомогательной функции для любой непрерывной функции цели. Установлен критерий 
оптимальности. 

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим измеримое пространство с мерой  (ℝ𝒏,𝔅, 𝜇), где ℝ𝒏 – евклидово n мерное 

пространство, 𝔅 - Борелевская σ-алгебра в пространстве ℝ𝒏,  𝜇 мера Лебега над 𝔅. 
Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная целевая 

функция с вещественными значениями. Из непрерывности  𝐹 следует измеримость 
множества Е(𝐹,α) = {𝑥 ∈ E|𝐹(𝑥) ≤ 𝛼} для каждого 𝛼 ∈ ℝ. Кроме того, будем полагать, что  
∃𝛼 ∈ ℝ множество Е(𝐹,α) компактное, непустое и 𝐹 ∈ 𝐿𝑚(𝐸, 𝜇), для некоторого целого 
положительного числа 𝑚. 

Рассмотрим задачу 
      𝛼� = globmin𝑥∈E 𝐹(𝑥).     (1) 

Введем вспомогательную функцию  
    𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ,𝐸     (2) 

играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь 𝑚 некоторое заданное 
натуральное число.  

Целью настоящей работы является изучение основных свойств функций (2) и на их 
основе построение эффективного численного метода решения задачи (1).  

 
Свойства вспомогательной функции 

 
Лемма 1. Вспомогательная функция (2) имеет следующие свойства: 
1) 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) ≥ 0; 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = 0 для любой постоянной С ≥ 𝛼; 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹,𝑘𝛼) = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼), для вещественного числа 𝑘 ≥ 0, 𝛼 ≥ 𝛼�; 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = 𝑔(𝐹,𝛼), для любого вещественного 𝑘 и всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = 𝑔𝑚(𝐹, 0), для всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1) для каждого 𝛼 ≥ 0; 
7) равномерно непрерывна в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�; 
8) является строго выпуклой в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�. 
Доказательство.  

2) 
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сложности. Основные трудности связаны с многоэкстремальностью, большой размерностью 
и невыпуклостью целевой функции. К текущему моменту опубликовано не малое число 
работ, посвященных на преодоление вышеуказанных трудностей [9, 12, 13]. 

В настоящей работе предложен новый метод нахождения глобального минимума, 
основанный на идее вспомогательных функций. При этом объектом исследования является 
не сама целевая функция, а вспомогательная функция одной переменной, построенная путем 
преобразования исходной функции цели с помощью интеграла Лебега. Следует отметить, 
что изученная в данной работе вспомогательная функция рассматривалась в работе [14]. В 
ней с ее помощью был предложен алгоритм деления отрезка пополам вычисления 
глобального экстремума для гладких и многоэкстремальных функций нескольких 
переменных, определенных на выпуклых компактных множествах. В настоящей статье, в 
отличие от работы [14], подробно исследованы основные свойства указанной 
вспомогательной функции для любой непрерывной функции цели. Установлен критерий 
оптимальности. 

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим измеримое пространство с мерой  (ℝ𝒏,𝔅, 𝜇), где ℝ𝒏 – евклидово n мерное 

пространство, 𝔅 - Борелевская σ-алгебра в пространстве ℝ𝒏,  𝜇 мера Лебега над 𝔅. 
Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная целевая 

функция с вещественными значениями. Из непрерывности  𝐹 следует измеримость 
множества Е(𝐹,α) = {𝑥 ∈ E|𝐹(𝑥) ≤ 𝛼} для каждого 𝛼 ∈ ℝ. Кроме того, будем полагать, что  
∃𝛼 ∈ ℝ множество Е(𝐹,α) компактное, непустое и 𝐹 ∈ 𝐿𝑚(𝐸, 𝜇), для некоторого целого 
положительного числа 𝑚. 

Рассмотрим задачу 
      𝛼� = globmin𝑥∈E 𝐹(𝑥).     (1) 

Введем вспомогательную функцию  
    𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ,𝐸     (2) 

играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь 𝑚 некоторое заданное 
натуральное число.  

Целью настоящей работы является изучение основных свойств функций (2) и на их 
основе построение эффективного численного метода решения задачи (1).  

 
Свойства вспомогательной функции 

 
Лемма 1. Вспомогательная функция (2) имеет следующие свойства: 
1) 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) ≥ 0; 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = 0 для любой постоянной С ≥ 𝛼; 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹,𝑘𝛼) = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼), для вещественного числа 𝑘 ≥ 0, 𝛼 ≥ 𝛼�; 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = 𝑔(𝐹,𝛼), для любого вещественного 𝑘 и всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = 𝑔𝑚(𝐹, 0), для всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1) для каждого 𝛼 ≥ 0; 
7) равномерно непрерывна в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�; 
8) является строго выпуклой в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�. 
Доказательство.  

 для любой постоянной 
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сложности. Основные трудности связаны с многоэкстремальностью, большой размерностью 
и невыпуклостью целевой функции. К текущему моменту опубликовано не малое число 
работ, посвященных на преодоление вышеуказанных трудностей [9, 12, 13]. 

В настоящей работе предложен новый метод нахождения глобального минимума, 
основанный на идее вспомогательных функций. При этом объектом исследования является 
не сама целевая функция, а вспомогательная функция одной переменной, построенная путем 
преобразования исходной функции цели с помощью интеграла Лебега. Следует отметить, 
что изученная в данной работе вспомогательная функция рассматривалась в работе [14]. В 
ней с ее помощью был предложен алгоритм деления отрезка пополам вычисления 
глобального экстремума для гладких и многоэкстремальных функций нескольких 
переменных, определенных на выпуклых компактных множествах. В настоящей статье, в 
отличие от работы [14], подробно исследованы основные свойства указанной 
вспомогательной функции для любой непрерывной функции цели. Установлен критерий 
оптимальности. 

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим измеримое пространство с мерой  (ℝ𝒏,𝔅, 𝜇), где ℝ𝒏 – евклидово n мерное 

пространство, 𝔅 - Борелевская σ-алгебра в пространстве ℝ𝒏,  𝜇 мера Лебега над 𝔅. 
Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная целевая 

функция с вещественными значениями. Из непрерывности  𝐹 следует измеримость 
множества Е(𝐹,α) = {𝑥 ∈ E|𝐹(𝑥) ≤ 𝛼} для каждого 𝛼 ∈ ℝ. Кроме того, будем полагать, что  
∃𝛼 ∈ ℝ множество Е(𝐹,α) компактное, непустое и 𝐹 ∈ 𝐿𝑚(𝐸, 𝜇), для некоторого целого 
положительного числа 𝑚. 

Рассмотрим задачу 
      𝛼� = globmin𝑥∈E 𝐹(𝑥).     (1) 

Введем вспомогательную функцию  
    𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ,𝐸     (2) 

играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь 𝑚 некоторое заданное 
натуральное число.  

Целью настоящей работы является изучение основных свойств функций (2) и на их 
основе построение эффективного численного метода решения задачи (1).  

 
Свойства вспомогательной функции 

 
Лемма 1. Вспомогательная функция (2) имеет следующие свойства: 
1) 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) ≥ 0; 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = 0 для любой постоянной С ≥ 𝛼; 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹,𝑘𝛼) = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼), для вещественного числа 𝑘 ≥ 0, 𝛼 ≥ 𝛼�; 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = 𝑔(𝐹,𝛼), для любого вещественного 𝑘 и всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = 𝑔𝑚(𝐹, 0), для всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1) для каждого 𝛼 ≥ 0; 
7) равномерно непрерывна в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�; 
8) является строго выпуклой в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�. 
Доказательство.  

3) 
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сложности. Основные трудности связаны с многоэкстремальностью, большой размерностью 
и невыпуклостью целевой функции. К текущему моменту опубликовано не малое число 
работ, посвященных на преодоление вышеуказанных трудностей [9, 12, 13]. 

В настоящей работе предложен новый метод нахождения глобального минимума, 
основанный на идее вспомогательных функций. При этом объектом исследования является 
не сама целевая функция, а вспомогательная функция одной переменной, построенная путем 
преобразования исходной функции цели с помощью интеграла Лебега. Следует отметить, 
что изученная в данной работе вспомогательная функция рассматривалась в работе [14]. В 
ней с ее помощью был предложен алгоритм деления отрезка пополам вычисления 
глобального экстремума для гладких и многоэкстремальных функций нескольких 
переменных, определенных на выпуклых компактных множествах. В настоящей статье, в 
отличие от работы [14], подробно исследованы основные свойства указанной 
вспомогательной функции для любой непрерывной функции цели. Установлен критерий 
оптимальности. 

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим измеримое пространство с мерой  (ℝ𝒏,𝔅, 𝜇), где ℝ𝒏 – евклидово n мерное 

пространство, 𝔅 - Борелевская σ-алгебра в пространстве ℝ𝒏,  𝜇 мера Лебега над 𝔅. 
Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная целевая 

функция с вещественными значениями. Из непрерывности  𝐹 следует измеримость 
множества Е(𝐹,α) = {𝑥 ∈ E|𝐹(𝑥) ≤ 𝛼} для каждого 𝛼 ∈ ℝ. Кроме того, будем полагать, что  
∃𝛼 ∈ ℝ множество Е(𝐹,α) компактное, непустое и 𝐹 ∈ 𝐿𝑚(𝐸, 𝜇), для некоторого целого 
положительного числа 𝑚. 

Рассмотрим задачу 
      𝛼� = globmin𝑥∈E 𝐹(𝑥).     (1) 

Введем вспомогательную функцию  
    𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ,𝐸     (2) 

играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь 𝑚 некоторое заданное 
натуральное число.  

Целью настоящей работы является изучение основных свойств функций (2) и на их 
основе построение эффективного численного метода решения задачи (1).  

 
Свойства вспомогательной функции 

 
Лемма 1. Вспомогательная функция (2) имеет следующие свойства: 
1) 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) ≥ 0; 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = 0 для любой постоянной С ≥ 𝛼; 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹,𝑘𝛼) = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼), для вещественного числа 𝑘 ≥ 0, 𝛼 ≥ 𝛼�; 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = 𝑔(𝐹,𝛼), для любого вещественного 𝑘 и всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = 𝑔𝑚(𝐹, 0), для всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1) для каждого 𝛼 ≥ 0; 
7) равномерно непрерывна в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�; 
8) является строго выпуклой в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�. 
Доказательство.  

для вещественного числа  
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сложности. Основные трудности связаны с многоэкстремальностью, большой размерностью 
и невыпуклостью целевой функции. К текущему моменту опубликовано не малое число 
работ, посвященных на преодоление вышеуказанных трудностей [9, 12, 13]. 

В настоящей работе предложен новый метод нахождения глобального минимума, 
основанный на идее вспомогательных функций. При этом объектом исследования является 
не сама целевая функция, а вспомогательная функция одной переменной, построенная путем 
преобразования исходной функции цели с помощью интеграла Лебега. Следует отметить, 
что изученная в данной работе вспомогательная функция рассматривалась в работе [14]. В 
ней с ее помощью был предложен алгоритм деления отрезка пополам вычисления 
глобального экстремума для гладких и многоэкстремальных функций нескольких 
переменных, определенных на выпуклых компактных множествах. В настоящей статье, в 
отличие от работы [14], подробно исследованы основные свойства указанной 
вспомогательной функции для любой непрерывной функции цели. Установлен критерий 
оптимальности. 

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим измеримое пространство с мерой  (ℝ𝒏,𝔅, 𝜇), где ℝ𝒏 – евклидово n мерное 

пространство, 𝔅 - Борелевская σ-алгебра в пространстве ℝ𝒏,  𝜇 мера Лебега над 𝔅. 
Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная целевая 

функция с вещественными значениями. Из непрерывности  𝐹 следует измеримость 
множества Е(𝐹,α) = {𝑥 ∈ E|𝐹(𝑥) ≤ 𝛼} для каждого 𝛼 ∈ ℝ. Кроме того, будем полагать, что  
∃𝛼 ∈ ℝ множество Е(𝐹,α) компактное, непустое и 𝐹 ∈ 𝐿𝑚(𝐸, 𝜇), для некоторого целого 
положительного числа 𝑚. 

Рассмотрим задачу 
      𝛼� = globmin𝑥∈E 𝐹(𝑥).     (1) 

Введем вспомогательную функцию  
    𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ,𝐸     (2) 

играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь 𝑚 некоторое заданное 
натуральное число.  

Целью настоящей работы является изучение основных свойств функций (2) и на их 
основе построение эффективного численного метода решения задачи (1).  

 
Свойства вспомогательной функции 

 
Лемма 1. Вспомогательная функция (2) имеет следующие свойства: 
1) 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) ≥ 0; 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = 0 для любой постоянной С ≥ 𝛼; 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹,𝑘𝛼) = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼), для вещественного числа 𝑘 ≥ 0, 𝛼 ≥ 𝛼�; 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = 𝑔(𝐹,𝛼), для любого вещественного 𝑘 и всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = 𝑔𝑚(𝐹, 0), для всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1) для каждого 𝛼 ≥ 0; 
7) равномерно непрерывна в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�; 
8) является строго выпуклой в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�. 
Доказательство.  

4) 
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сложности. Основные трудности связаны с многоэкстремальностью, большой размерностью 
и невыпуклостью целевой функции. К текущему моменту опубликовано не малое число 
работ, посвященных на преодоление вышеуказанных трудностей [9, 12, 13]. 

В настоящей работе предложен новый метод нахождения глобального минимума, 
основанный на идее вспомогательных функций. При этом объектом исследования является 
не сама целевая функция, а вспомогательная функция одной переменной, построенная путем 
преобразования исходной функции цели с помощью интеграла Лебега. Следует отметить, 
что изученная в данной работе вспомогательная функция рассматривалась в работе [14]. В 
ней с ее помощью был предложен алгоритм деления отрезка пополам вычисления 
глобального экстремума для гладких и многоэкстремальных функций нескольких 
переменных, определенных на выпуклых компактных множествах. В настоящей статье, в 
отличие от работы [14], подробно исследованы основные свойства указанной 
вспомогательной функции для любой непрерывной функции цели. Установлен критерий 
оптимальности. 

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим измеримое пространство с мерой  (ℝ𝒏,𝔅, 𝜇), где ℝ𝒏 – евклидово n мерное 

пространство, 𝔅 - Борелевская σ-алгебра в пространстве ℝ𝒏,  𝜇 мера Лебега над 𝔅. 
Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная целевая 

функция с вещественными значениями. Из непрерывности  𝐹 следует измеримость 
множества Е(𝐹,α) = {𝑥 ∈ E|𝐹(𝑥) ≤ 𝛼} для каждого 𝛼 ∈ ℝ. Кроме того, будем полагать, что  
∃𝛼 ∈ ℝ множество Е(𝐹,α) компактное, непустое и 𝐹 ∈ 𝐿𝑚(𝐸, 𝜇), для некоторого целого 
положительного числа 𝑚. 

Рассмотрим задачу 
      𝛼� = globmin𝑥∈E 𝐹(𝑥).     (1) 

Введем вспомогательную функцию  
    𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ,𝐸     (2) 

играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь 𝑚 некоторое заданное 
натуральное число.  

Целью настоящей работы является изучение основных свойств функций (2) и на их 
основе построение эффективного численного метода решения задачи (1).  

 
Свойства вспомогательной функции 

 
Лемма 1. Вспомогательная функция (2) имеет следующие свойства: 
1) 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) ≥ 0; 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = 0 для любой постоянной С ≥ 𝛼; 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹,𝑘𝛼) = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼), для вещественного числа 𝑘 ≥ 0, 𝛼 ≥ 𝛼�; 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = 𝑔(𝐹,𝛼), для любого вещественного 𝑘 и всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = 𝑔𝑚(𝐹, 0), для всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1) для каждого 𝛼 ≥ 0; 
7) равномерно непрерывна в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�; 
8) является строго выпуклой в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�. 
Доказательство.  

 для любого вещественного k и всех 
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сложности. Основные трудности связаны с многоэкстремальностью, большой размерностью 
и невыпуклостью целевой функции. К текущему моменту опубликовано не малое число 
работ, посвященных на преодоление вышеуказанных трудностей [9, 12, 13]. 

В настоящей работе предложен новый метод нахождения глобального минимума, 
основанный на идее вспомогательных функций. При этом объектом исследования является 
не сама целевая функция, а вспомогательная функция одной переменной, построенная путем 
преобразования исходной функции цели с помощью интеграла Лебега. Следует отметить, 
что изученная в данной работе вспомогательная функция рассматривалась в работе [14]. В 
ней с ее помощью был предложен алгоритм деления отрезка пополам вычисления 
глобального экстремума для гладких и многоэкстремальных функций нескольких 
переменных, определенных на выпуклых компактных множествах. В настоящей статье, в 
отличие от работы [14], подробно исследованы основные свойства указанной 
вспомогательной функции для любой непрерывной функции цели. Установлен критерий 
оптимальности. 

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим измеримое пространство с мерой  (ℝ𝒏,𝔅, 𝜇), где ℝ𝒏 – евклидово n мерное 

пространство, 𝔅 - Борелевская σ-алгебра в пространстве ℝ𝒏,  𝜇 мера Лебега над 𝔅. 
Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная целевая 

функция с вещественными значениями. Из непрерывности  𝐹 следует измеримость 
множества Е(𝐹,α) = {𝑥 ∈ E|𝐹(𝑥) ≤ 𝛼} для каждого 𝛼 ∈ ℝ. Кроме того, будем полагать, что  
∃𝛼 ∈ ℝ множество Е(𝐹,α) компактное, непустое и 𝐹 ∈ 𝐿𝑚(𝐸, 𝜇), для некоторого целого 
положительного числа 𝑚. 

Рассмотрим задачу 
      𝛼� = globmin𝑥∈E 𝐹(𝑥).     (1) 

Введем вспомогательную функцию  
    𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ,𝐸     (2) 

играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь 𝑚 некоторое заданное 
натуральное число.  

Целью настоящей работы является изучение основных свойств функций (2) и на их 
основе построение эффективного численного метода решения задачи (1).  

 
Свойства вспомогательной функции 

 
Лемма 1. Вспомогательная функция (2) имеет следующие свойства: 
1) 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) ≥ 0; 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = 0 для любой постоянной С ≥ 𝛼; 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹,𝑘𝛼) = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼), для вещественного числа 𝑘 ≥ 0, 𝛼 ≥ 𝛼�; 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = 𝑔(𝐹,𝛼), для любого вещественного 𝑘 и всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = 𝑔𝑚(𝐹, 0), для всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1) для каждого 𝛼 ≥ 0; 
7) равномерно непрерывна в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�; 
8) является строго выпуклой в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�. 
Доказательство.  

5) 

 
Е-mail корреспондирующего автора: kairak@mail.ru 
При решении статических задач с нелинейной целевой функцией возникают большие  

сложности. Основные трудности связаны с многоэкстремальностью, большой размерностью 
и невыпуклостью целевой функции. К текущему моменту опубликовано не малое число 
работ, посвященных на преодоление вышеуказанных трудностей [9, 12, 13]. 

В настоящей работе предложен новый метод нахождения глобального минимума, 
основанный на идее вспомогательных функций. При этом объектом исследования является 
не сама целевая функция, а вспомогательная функция одной переменной, построенная путем 
преобразования исходной функции цели с помощью интеграла Лебега. Следует отметить, 
что изученная в данной работе вспомогательная функция рассматривалась в работе [14]. В 
ней с ее помощью был предложен алгоритм деления отрезка пополам вычисления 
глобального экстремума для гладких и многоэкстремальных функций нескольких 
переменных, определенных на выпуклых компактных множествах. В настоящей статье, в 
отличие от работы [14], подробно исследованы основные свойства указанной 
вспомогательной функции для любой непрерывной функции цели. Установлен критерий 
оптимальности. 

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим измеримое пространство с мерой  (ℝ𝒏,𝔅, 𝜇), где ℝ𝒏 – евклидово n мерное 

пространство, 𝔅 - Борелевская σ-алгебра в пространстве ℝ𝒏,  𝜇 мера Лебега над 𝔅. 
Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная целевая 

функция с вещественными значениями. Из непрерывности  𝐹 следует измеримость 
множества Е(𝐹,α) = {𝑥 ∈ E|𝐹(𝑥) ≤ 𝛼} для каждого 𝛼 ∈ ℝ. Кроме того, будем полагать, что  
∃𝛼 ∈ ℝ множество Е(𝐹,α) компактное, непустое и 𝐹 ∈ 𝐿𝑚(𝐸, 𝜇), для некоторого целого 
положительного числа 𝑚. 

Рассмотрим задачу 
      𝛼� = globmin𝑥∈E 𝐹(𝑥).     (1) 

Введем вспомогательную функцию  
    𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ,𝐸     (2) 

играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь 𝑚 некоторое заданное 
натуральное число.  

Целью настоящей работы является изучение основных свойств функций (2) и на их 
основе построение эффективного численного метода решения задачи (1).  

 
Свойства вспомогательной функции 

 
Лемма 1. Вспомогательная функция (2) имеет следующие свойства: 
1) 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) ≥ 0; 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = 0 для любой постоянной С ≥ 𝛼; 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹,𝑘𝛼) = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼), для вещественного числа 𝑘 ≥ 0, 𝛼 ≥ 𝛼�; 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = 𝑔(𝐹,𝛼), для любого вещественного 𝑘 и всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = 𝑔𝑚(𝐹, 0), для всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1) для каждого 𝛼 ≥ 0; 
7) равномерно непрерывна в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�; 
8) является строго выпуклой в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�. 
Доказательство.  

 для всех 

 
Е-mail корреспондирующего автора: kairak@mail.ru 
При решении статических задач с нелинейной целевой функцией возникают большие  

сложности. Основные трудности связаны с многоэкстремальностью, большой размерностью 
и невыпуклостью целевой функции. К текущему моменту опубликовано не малое число 
работ, посвященных на преодоление вышеуказанных трудностей [9, 12, 13]. 

В настоящей работе предложен новый метод нахождения глобального минимума, 
основанный на идее вспомогательных функций. При этом объектом исследования является 
не сама целевая функция, а вспомогательная функция одной переменной, построенная путем 
преобразования исходной функции цели с помощью интеграла Лебега. Следует отметить, 
что изученная в данной работе вспомогательная функция рассматривалась в работе [14]. В 
ней с ее помощью был предложен алгоритм деления отрезка пополам вычисления 
глобального экстремума для гладких и многоэкстремальных функций нескольких 
переменных, определенных на выпуклых компактных множествах. В настоящей статье, в 
отличие от работы [14], подробно исследованы основные свойства указанной 
вспомогательной функции для любой непрерывной функции цели. Установлен критерий 
оптимальности. 

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим измеримое пространство с мерой  (ℝ𝒏,𝔅, 𝜇), где ℝ𝒏 – евклидово n мерное 

пространство, 𝔅 - Борелевская σ-алгебра в пространстве ℝ𝒏,  𝜇 мера Лебега над 𝔅. 
Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная целевая 

функция с вещественными значениями. Из непрерывности  𝐹 следует измеримость 
множества Е(𝐹,α) = {𝑥 ∈ E|𝐹(𝑥) ≤ 𝛼} для каждого 𝛼 ∈ ℝ. Кроме того, будем полагать, что  
∃𝛼 ∈ ℝ множество Е(𝐹,α) компактное, непустое и 𝐹 ∈ 𝐿𝑚(𝐸, 𝜇), для некоторого целого 
положительного числа 𝑚. 

Рассмотрим задачу 
      𝛼� = globmin𝑥∈E 𝐹(𝑥).     (1) 

Введем вспомогательную функцию  
    𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ,𝐸     (2) 

играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь 𝑚 некоторое заданное 
натуральное число.  

Целью настоящей работы является изучение основных свойств функций (2) и на их 
основе построение эффективного численного метода решения задачи (1).  

 
Свойства вспомогательной функции 

 
Лемма 1. Вспомогательная функция (2) имеет следующие свойства: 
1) 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) ≥ 0; 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = 0 для любой постоянной С ≥ 𝛼; 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹,𝑘𝛼) = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼), для вещественного числа 𝑘 ≥ 0, 𝛼 ≥ 𝛼�; 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = 𝑔(𝐹,𝛼), для любого вещественного 𝑘 и всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = 𝑔𝑚(𝐹, 0), для всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1) для каждого 𝛼 ≥ 0; 
7) равномерно непрерывна в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�; 
8) является строго выпуклой в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�. 
Доказательство.  

Кайракбаев А. К., Туткушева Ж. С. О свойствах одной вспомогательной функции ...
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6) 

 
Е-mail корреспондирующего автора: kairak@mail.ru 
При решении статических задач с нелинейной целевой функцией возникают большие  

сложности. Основные трудности связаны с многоэкстремальностью, большой размерностью 
и невыпуклостью целевой функции. К текущему моменту опубликовано не малое число 
работ, посвященных на преодоление вышеуказанных трудностей [9, 12, 13]. 

В настоящей работе предложен новый метод нахождения глобального минимума, 
основанный на идее вспомогательных функций. При этом объектом исследования является 
не сама целевая функция, а вспомогательная функция одной переменной, построенная путем 
преобразования исходной функции цели с помощью интеграла Лебега. Следует отметить, 
что изученная в данной работе вспомогательная функция рассматривалась в работе [14]. В 
ней с ее помощью был предложен алгоритм деления отрезка пополам вычисления 
глобального экстремума для гладких и многоэкстремальных функций нескольких 
переменных, определенных на выпуклых компактных множествах. В настоящей статье, в 
отличие от работы [14], подробно исследованы основные свойства указанной 
вспомогательной функции для любой непрерывной функции цели. Установлен критерий 
оптимальности. 

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим измеримое пространство с мерой  (ℝ𝒏,𝔅, 𝜇), где ℝ𝒏 – евклидово n мерное 

пространство, 𝔅 - Борелевская σ-алгебра в пространстве ℝ𝒏,  𝜇 мера Лебега над 𝔅. 
Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная целевая 

функция с вещественными значениями. Из непрерывности  𝐹 следует измеримость 
множества Е(𝐹,α) = {𝑥 ∈ E|𝐹(𝑥) ≤ 𝛼} для каждого 𝛼 ∈ ℝ. Кроме того, будем полагать, что  
∃𝛼 ∈ ℝ множество Е(𝐹,α) компактное, непустое и 𝐹 ∈ 𝐿𝑚(𝐸, 𝜇), для некоторого целого 
положительного числа 𝑚. 

Рассмотрим задачу 
      𝛼� = globmin𝑥∈E 𝐹(𝑥).     (1) 

Введем вспомогательную функцию  
    𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ,𝐸     (2) 

играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь 𝑚 некоторое заданное 
натуральное число.  

Целью настоящей работы является изучение основных свойств функций (2) и на их 
основе построение эффективного численного метода решения задачи (1).  

 
Свойства вспомогательной функции 

 
Лемма 1. Вспомогательная функция (2) имеет следующие свойства: 
1) 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) ≥ 0; 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = 0 для любой постоянной С ≥ 𝛼; 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹,𝑘𝛼) = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼), для вещественного числа 𝑘 ≥ 0, 𝛼 ≥ 𝛼�; 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = 𝑔(𝐹,𝛼), для любого вещественного 𝑘 и всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = 𝑔𝑚(𝐹, 0), для всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1) для каждого 𝛼 ≥ 0; 
7) равномерно непрерывна в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�; 
8) является строго выпуклой в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�. 
Доказательство.  

 для каждого 

 
Е-mail корреспондирующего автора: kairak@mail.ru 
При решении статических задач с нелинейной целевой функцией возникают большие  

сложности. Основные трудности связаны с многоэкстремальностью, большой размерностью 
и невыпуклостью целевой функции. К текущему моменту опубликовано не малое число 
работ, посвященных на преодоление вышеуказанных трудностей [9, 12, 13]. 

В настоящей работе предложен новый метод нахождения глобального минимума, 
основанный на идее вспомогательных функций. При этом объектом исследования является 
не сама целевая функция, а вспомогательная функция одной переменной, построенная путем 
преобразования исходной функции цели с помощью интеграла Лебега. Следует отметить, 
что изученная в данной работе вспомогательная функция рассматривалась в работе [14]. В 
ней с ее помощью был предложен алгоритм деления отрезка пополам вычисления 
глобального экстремума для гладких и многоэкстремальных функций нескольких 
переменных, определенных на выпуклых компактных множествах. В настоящей статье, в 
отличие от работы [14], подробно исследованы основные свойства указанной 
вспомогательной функции для любой непрерывной функции цели. Установлен критерий 
оптимальности. 

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим измеримое пространство с мерой  (ℝ𝒏,𝔅, 𝜇), где ℝ𝒏 – евклидово n мерное 

пространство, 𝔅 - Борелевская σ-алгебра в пространстве ℝ𝒏,  𝜇 мера Лебега над 𝔅. 
Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная целевая 

функция с вещественными значениями. Из непрерывности  𝐹 следует измеримость 
множества Е(𝐹,α) = {𝑥 ∈ E|𝐹(𝑥) ≤ 𝛼} для каждого 𝛼 ∈ ℝ. Кроме того, будем полагать, что  
∃𝛼 ∈ ℝ множество Е(𝐹,α) компактное, непустое и 𝐹 ∈ 𝐿𝑚(𝐸, 𝜇), для некоторого целого 
положительного числа 𝑚. 

Рассмотрим задачу 
      𝛼� = globmin𝑥∈E 𝐹(𝑥).     (1) 

Введем вспомогательную функцию  
    𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ,𝐸     (2) 

играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь 𝑚 некоторое заданное 
натуральное число.  

Целью настоящей работы является изучение основных свойств функций (2) и на их 
основе построение эффективного численного метода решения задачи (1).  

 
Свойства вспомогательной функции 

 
Лемма 1. Вспомогательная функция (2) имеет следующие свойства: 
1) 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) ≥ 0; 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = 0 для любой постоянной С ≥ 𝛼; 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹,𝑘𝛼) = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼), для вещественного числа 𝑘 ≥ 0, 𝛼 ≥ 𝛼�; 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = 𝑔(𝐹,𝛼), для любого вещественного 𝑘 и всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = 𝑔𝑚(𝐹, 0), для всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1) для каждого 𝛼 ≥ 0; 
7) равномерно непрерывна в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�; 
8) является строго выпуклой в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�. 
Доказательство.  

7) равномерно непрерывна в промежутке 

 
Е-mail корреспондирующего автора: kairak@mail.ru 
При решении статических задач с нелинейной целевой функцией возникают большие  

сложности. Основные трудности связаны с многоэкстремальностью, большой размерностью 
и невыпуклостью целевой функции. К текущему моменту опубликовано не малое число 
работ, посвященных на преодоление вышеуказанных трудностей [9, 12, 13]. 

В настоящей работе предложен новый метод нахождения глобального минимума, 
основанный на идее вспомогательных функций. При этом объектом исследования является 
не сама целевая функция, а вспомогательная функция одной переменной, построенная путем 
преобразования исходной функции цели с помощью интеграла Лебега. Следует отметить, 
что изученная в данной работе вспомогательная функция рассматривалась в работе [14]. В 
ней с ее помощью был предложен алгоритм деления отрезка пополам вычисления 
глобального экстремума для гладких и многоэкстремальных функций нескольких 
переменных, определенных на выпуклых компактных множествах. В настоящей статье, в 
отличие от работы [14], подробно исследованы основные свойства указанной 
вспомогательной функции для любой непрерывной функции цели. Установлен критерий 
оптимальности. 

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим измеримое пространство с мерой  (ℝ𝒏,𝔅, 𝜇), где ℝ𝒏 – евклидово n мерное 

пространство, 𝔅 - Борелевская σ-алгебра в пространстве ℝ𝒏,  𝜇 мера Лебега над 𝔅. 
Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная целевая 

функция с вещественными значениями. Из непрерывности  𝐹 следует измеримость 
множества Е(𝐹,α) = {𝑥 ∈ E|𝐹(𝑥) ≤ 𝛼} для каждого 𝛼 ∈ ℝ. Кроме того, будем полагать, что  
∃𝛼 ∈ ℝ множество Е(𝐹,α) компактное, непустое и 𝐹 ∈ 𝐿𝑚(𝐸, 𝜇), для некоторого целого 
положительного числа 𝑚. 

Рассмотрим задачу 
      𝛼� = globmin𝑥∈E 𝐹(𝑥).     (1) 

Введем вспомогательную функцию  
    𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ,𝐸     (2) 

играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь 𝑚 некоторое заданное 
натуральное число.  

Целью настоящей работы является изучение основных свойств функций (2) и на их 
основе построение эффективного численного метода решения задачи (1).  

 
Свойства вспомогательной функции 

 
Лемма 1. Вспомогательная функция (2) имеет следующие свойства: 
1) 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) ≥ 0; 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = 0 для любой постоянной С ≥ 𝛼; 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹,𝑘𝛼) = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼), для вещественного числа 𝑘 ≥ 0, 𝛼 ≥ 𝛼�; 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = 𝑔(𝐹,𝛼), для любого вещественного 𝑘 и всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = 𝑔𝑚(𝐹, 0), для всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1) для каждого 𝛼 ≥ 0; 
7) равномерно непрерывна в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�; 
8) является строго выпуклой в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�. 
Доказательство.  

 где 

 
Е-mail корреспондирующего автора: kairak@mail.ru 
При решении статических задач с нелинейной целевой функцией возникают большие  

сложности. Основные трудности связаны с многоэкстремальностью, большой размерностью 
и невыпуклостью целевой функции. К текущему моменту опубликовано не малое число 
работ, посвященных на преодоление вышеуказанных трудностей [9, 12, 13]. 

В настоящей работе предложен новый метод нахождения глобального минимума, 
основанный на идее вспомогательных функций. При этом объектом исследования является 
не сама целевая функция, а вспомогательная функция одной переменной, построенная путем 
преобразования исходной функции цели с помощью интеграла Лебега. Следует отметить, 
что изученная в данной работе вспомогательная функция рассматривалась в работе [14]. В 
ней с ее помощью был предложен алгоритм деления отрезка пополам вычисления 
глобального экстремума для гладких и многоэкстремальных функций нескольких 
переменных, определенных на выпуклых компактных множествах. В настоящей статье, в 
отличие от работы [14], подробно исследованы основные свойства указанной 
вспомогательной функции для любой непрерывной функции цели. Установлен критерий 
оптимальности. 

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим измеримое пространство с мерой  (ℝ𝒏,𝔅, 𝜇), где ℝ𝒏 – евклидово n мерное 

пространство, 𝔅 - Борелевская σ-алгебра в пространстве ℝ𝒏,  𝜇 мера Лебега над 𝔅. 
Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная целевая 

функция с вещественными значениями. Из непрерывности  𝐹 следует измеримость 
множества Е(𝐹,α) = {𝑥 ∈ E|𝐹(𝑥) ≤ 𝛼} для каждого 𝛼 ∈ ℝ. Кроме того, будем полагать, что  
∃𝛼 ∈ ℝ множество Е(𝐹,α) компактное, непустое и 𝐹 ∈ 𝐿𝑚(𝐸, 𝜇), для некоторого целого 
положительного числа 𝑚. 

Рассмотрим задачу 
      𝛼� = globmin𝑥∈E 𝐹(𝑥).     (1) 

Введем вспомогательную функцию  
    𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ,𝐸     (2) 

играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь 𝑚 некоторое заданное 
натуральное число.  

Целью настоящей работы является изучение основных свойств функций (2) и на их 
основе построение эффективного численного метода решения задачи (1).  

 
Свойства вспомогательной функции 

 
Лемма 1. Вспомогательная функция (2) имеет следующие свойства: 
1) 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) ≥ 0; 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = 0 для любой постоянной С ≥ 𝛼; 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹,𝑘𝛼) = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼), для вещественного числа 𝑘 ≥ 0, 𝛼 ≥ 𝛼�; 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = 𝑔(𝐹,𝛼), для любого вещественного 𝑘 и всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = 𝑔𝑚(𝐹, 0), для всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1) для каждого 𝛼 ≥ 0; 
7) равномерно непрерывна в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�; 
8) является строго выпуклой в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�. 
Доказательство.  8) является строго выпуклой в промежутке 

 
Е-mail корреспондирующего автора: kairak@mail.ru 
При решении статических задач с нелинейной целевой функцией возникают большие  

сложности. Основные трудности связаны с многоэкстремальностью, большой размерностью 
и невыпуклостью целевой функции. К текущему моменту опубликовано не малое число 
работ, посвященных на преодоление вышеуказанных трудностей [9, 12, 13]. 

В настоящей работе предложен новый метод нахождения глобального минимума, 
основанный на идее вспомогательных функций. При этом объектом исследования является 
не сама целевая функция, а вспомогательная функция одной переменной, построенная путем 
преобразования исходной функции цели с помощью интеграла Лебега. Следует отметить, 
что изученная в данной работе вспомогательная функция рассматривалась в работе [14]. В 
ней с ее помощью был предложен алгоритм деления отрезка пополам вычисления 
глобального экстремума для гладких и многоэкстремальных функций нескольких 
переменных, определенных на выпуклых компактных множествах. В настоящей статье, в 
отличие от работы [14], подробно исследованы основные свойства указанной 
вспомогательной функции для любой непрерывной функции цели. Установлен критерий 
оптимальности. 

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим измеримое пространство с мерой  (ℝ𝒏,𝔅, 𝜇), где ℝ𝒏 – евклидово n мерное 

пространство, 𝔅 - Борелевская σ-алгебра в пространстве ℝ𝒏,  𝜇 мера Лебега над 𝔅. 
Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная целевая 

функция с вещественными значениями. Из непрерывности  𝐹 следует измеримость 
множества Е(𝐹,α) = {𝑥 ∈ E|𝐹(𝑥) ≤ 𝛼} для каждого 𝛼 ∈ ℝ. Кроме того, будем полагать, что  
∃𝛼 ∈ ℝ множество Е(𝐹,α) компактное, непустое и 𝐹 ∈ 𝐿𝑚(𝐸, 𝜇), для некоторого целого 
положительного числа 𝑚. 

Рассмотрим задачу 
      𝛼� = globmin𝑥∈E 𝐹(𝑥).     (1) 

Введем вспомогательную функцию  
    𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ,𝐸     (2) 

играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь 𝑚 некоторое заданное 
натуральное число.  

Целью настоящей работы является изучение основных свойств функций (2) и на их 
основе построение эффективного численного метода решения задачи (1).  

 
Свойства вспомогательной функции 

 
Лемма 1. Вспомогательная функция (2) имеет следующие свойства: 
1) 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) ≥ 0; 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = 0 для любой постоянной С ≥ 𝛼; 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹,𝑘𝛼) = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼), для вещественного числа 𝑘 ≥ 0, 𝛼 ≥ 𝛼�; 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = 𝑔(𝐹,𝛼), для любого вещественного 𝑘 и всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = 𝑔𝑚(𝐹, 0), для всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1) для каждого 𝛼 ≥ 0; 
7) равномерно непрерывна в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�; 
8) является строго выпуклой в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�. 
Доказательство.  

 где 

 
Е-mail корреспондирующего автора: kairak@mail.ru 
При решении статических задач с нелинейной целевой функцией возникают большие  

сложности. Основные трудности связаны с многоэкстремальностью, большой размерностью 
и невыпуклостью целевой функции. К текущему моменту опубликовано не малое число 
работ, посвященных на преодоление вышеуказанных трудностей [9, 12, 13]. 

В настоящей работе предложен новый метод нахождения глобального минимума, 
основанный на идее вспомогательных функций. При этом объектом исследования является 
не сама целевая функция, а вспомогательная функция одной переменной, построенная путем 
преобразования исходной функции цели с помощью интеграла Лебега. Следует отметить, 
что изученная в данной работе вспомогательная функция рассматривалась в работе [14]. В 
ней с ее помощью был предложен алгоритм деления отрезка пополам вычисления 
глобального экстремума для гладких и многоэкстремальных функций нескольких 
переменных, определенных на выпуклых компактных множествах. В настоящей статье, в 
отличие от работы [14], подробно исследованы основные свойства указанной 
вспомогательной функции для любой непрерывной функции цели. Установлен критерий 
оптимальности. 

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим измеримое пространство с мерой  (ℝ𝒏,𝔅, 𝜇), где ℝ𝒏 – евклидово n мерное 

пространство, 𝔅 - Борелевская σ-алгебра в пространстве ℝ𝒏,  𝜇 мера Лебега над 𝔅. 
Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная целевая 

функция с вещественными значениями. Из непрерывности  𝐹 следует измеримость 
множества Е(𝐹,α) = {𝑥 ∈ E|𝐹(𝑥) ≤ 𝛼} для каждого 𝛼 ∈ ℝ. Кроме того, будем полагать, что  
∃𝛼 ∈ ℝ множество Е(𝐹,α) компактное, непустое и 𝐹 ∈ 𝐿𝑚(𝐸, 𝜇), для некоторого целого 
положительного числа 𝑚. 

Рассмотрим задачу 
      𝛼� = globmin𝑥∈E 𝐹(𝑥).     (1) 

Введем вспомогательную функцию  
    𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ,𝐸     (2) 

играющую важную роль при дальнейшем изложении. Здесь 𝑚 некоторое заданное 
натуральное число.  

Целью настоящей работы является изучение основных свойств функций (2) и на их 
основе построение эффективного численного метода решения задачи (1).  

 
Свойства вспомогательной функции 

 
Лемма 1. Вспомогательная функция (2) имеет следующие свойства: 
1) 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) ≥ 0; 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = 0 для любой постоянной С ≥ 𝛼; 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹,𝑘𝛼) = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼), для вещественного числа 𝑘 ≥ 0, 𝛼 ≥ 𝛼�; 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = 𝑔(𝐹,𝛼), для любого вещественного 𝑘 и всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = 𝑔𝑚(𝐹, 0), для всех 𝛼 ≥ 𝛼�; 
6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1) для каждого 𝛼 ≥ 0; 
7) равномерно непрерывна в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�; 
8) является строго выпуклой в промежутке  𝛼 ≥ 𝛼0,  где  ∀𝛼0 > 𝛼�. 
Доказательство.  Доказательство. 

 
1) 1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

2) 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

3) 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

4) 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

5) 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

6) 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

7) Выберем произвольные 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

 такие, что 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

 Оценим модуль раз-
ности 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 
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1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве  

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

И на множестве 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: 

1)   𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)
𝛼]𝑚𝑑µ = 

= � [(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ + � [−(𝐹(𝑥) − 𝛼) − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)𝐸\Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

≥ 0, 

поскольку выражение под последним интегралом неотрицательно на множестве  Е(𝐹,α). 
2) 𝑔𝑚(С,𝛼) = ∫ [|С − 𝛼| − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 ∫ [(С − 𝛼) − С + 𝛼]𝑚𝑑µ =𝐸 0. 
3) 𝑔𝑚(𝑘𝐹, 𝑘𝛼) = ∫ [|𝑘𝐹(𝑥) − 𝑘𝛼| − 𝑘𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝑘𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) +𝐸

𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑘𝑚𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
4) 𝑔𝑚(𝑘 + 𝐹,𝑘 + 𝛼) = ∫ [|𝑘 + 𝐹(𝑥) − 𝑘 − 𝛼| − 𝑘 − 𝐹(𝑥) + 𝑘 + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = ∫ [|𝐹(𝑥) − 𝛼| −𝐸

− 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼). 
5) 𝑔𝑚(𝛼 + 𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼 + 𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼 − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 

= �[|𝐹(𝑥) − 0| − 𝐹(𝑥) + 0]𝑚𝑑µ = 𝑔𝑚(𝐹, 0).
𝐸

 

6) 𝑔𝑚(𝛼𝐹,𝛼) = ∫ [|𝛼𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝛼𝐹(𝑥) + 𝑘𝛼]𝑚𝑑µ𝐸 = 𝛼𝑚 ∫ [|𝐹(𝑥) − 1| − 𝐹(𝑥) + 1]𝑚𝑑µ𝐸 =
= 𝛼𝑚𝑔𝑚(𝐹, 1).  

7) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что    𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Оценим модуль разности 
 |𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| =

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,𝛼2)

� = 

= � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ + � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)Е(𝐹,α2)

− � �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α2)

� ≤ 

≤ � � �2(𝛼1 − 𝛼2) ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

+ �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)�� + ⋯
Е(𝐹,𝛼2)

+ ��2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��� �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−2

+ �2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

�� 𝑑µ� + 

+ � � �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2)

� = 𝐽1 + 𝐽2. 

Заметим, что выполнены следующие неравенства. На множестве Е(𝐹,𝛼2): �2�𝛼1 −

𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾, 

�2�𝛼2 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

≤ �2(𝛼1 − 𝛼0)�𝑚−1 = 𝐾. 
И на множестве Е(𝐹,α1)\Е(𝐹,α2): 

�2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚

= �2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)��
𝑚−1

2�𝛼1 − 𝐹(𝑥)� ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|. 
Используя их, легко получить оценки: Используя их, легко получить оценки:

𝐽1 ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼2)� ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇(Е) = 𝐵1|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵1 = 2𝑚𝐾𝜇(Е); 
𝐽2 ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2| �𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� − 𝜇�Е(𝐹,𝛼2)�� = 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� ≤ 2𝐾𝜇(Е) ≤

𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
8) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что  𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Пользуясь неравенством 

Коши, 
(𝑢1 + 𝑢2)𝑚 ≤ 2𝑚−1(𝑢1𝑚 + 𝑢2𝑚), для любых  𝑢1,𝑢2 ≥ 0 и 𝑚 ∈ 𝑵. Покажем справедливость 

неравенства 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � ≤ 1

2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )�. 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � = ���𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝛼2

2 � − 𝐹(𝑥) + 𝛼1 + 𝛼2
2 �

𝑚
𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2𝑚 �[|2𝐹(𝑥) − (𝛼1 + 𝛼2)| − 2𝐹(𝑥) + (𝛼1 + 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

1
2𝑚 �[|𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝐹(𝑥) − 𝛼2| − (𝐹(𝑥) − 𝛼1) − (𝐹(𝑥) − 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

≤ 1
2𝑚 �[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1) + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)]𝑚𝑑µ = 𝐼.

𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 

𝐼 ≤ 1
2𝑚 � 2𝑚−1[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1)𝑚 + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)𝑚] 𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )� . 

Лемма доказана.  
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 𝛼 > 𝛼�, где 

𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
Доказательство. Пусть 𝛼 + ℎ > 𝛼 > 𝛼,�  рассмотрим приращение вспомогательной 

функции 
𝑔𝑚(𝐹,𝛼 + ℎ) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 

= �[|𝐹(𝑥) − (𝛼 + ℎ)| − 𝐹(𝑥) + (𝛼 + ℎ)]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ =
𝐸𝐸

 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ =
Е(𝐹,α)

 

  где 

𝐽1 ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼2)� ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇(Е) = 𝐵1|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵1 = 2𝑚𝐾𝜇(Е); 
𝐽2 ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2| �𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� − 𝜇�Е(𝐹,𝛼2)�� = 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� ≤ 2𝐾𝜇(Е) ≤

𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
8) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что  𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Пользуясь неравенством 

Коши, 
(𝑢1 + 𝑢2)𝑚 ≤ 2𝑚−1(𝑢1𝑚 + 𝑢2𝑚), для любых  𝑢1,𝑢2 ≥ 0 и 𝑚 ∈ 𝑵. Покажем справедливость 

неравенства 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � ≤ 1

2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )�. 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � = ���𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝛼2

2 � − 𝐹(𝑥) + 𝛼1 + 𝛼2
2 �

𝑚
𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2𝑚 �[|2𝐹(𝑥) − (𝛼1 + 𝛼2)| − 2𝐹(𝑥) + (𝛼1 + 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

1
2𝑚 �[|𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝐹(𝑥) − 𝛼2| − (𝐹(𝑥) − 𝛼1) − (𝐹(𝑥) − 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

≤ 1
2𝑚 �[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1) + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)]𝑚𝑑µ = 𝐼.

𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 

𝐼 ≤ 1
2𝑚 � 2𝑚−1[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1)𝑚 + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)𝑚] 𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )� . 

Лемма доказана.  
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 𝛼 > 𝛼�, где 

𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
Доказательство. Пусть 𝛼 + ℎ > 𝛼 > 𝛼,�  рассмотрим приращение вспомогательной 

функции 
𝑔𝑚(𝐹,𝛼 + ℎ) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 

= �[|𝐹(𝑥) − (𝛼 + ℎ)| − 𝐹(𝑥) + (𝛼 + ℎ)]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ =
𝐸𝐸

 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ =
Е(𝐹,α)

 

𝐽1 ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼2)� ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇(Е) = 𝐵1|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵1 = 2𝑚𝐾𝜇(Е); 
𝐽2 ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2| �𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� − 𝜇�Е(𝐹,𝛼2)�� = 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� ≤ 2𝐾𝜇(Е) ≤

𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
8) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что  𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Пользуясь неравенством 

Коши, 
(𝑢1 + 𝑢2)𝑚 ≤ 2𝑚−1(𝑢1𝑚 + 𝑢2𝑚), для любых  𝑢1,𝑢2 ≥ 0 и 𝑚 ∈ 𝑵. Покажем справедливость 

неравенства 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � ≤ 1

2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )�. 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � = ���𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝛼2

2 � − 𝐹(𝑥) + 𝛼1 + 𝛼2
2 �

𝑚
𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2𝑚 �[|2𝐹(𝑥) − (𝛼1 + 𝛼2)| − 2𝐹(𝑥) + (𝛼1 + 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

1
2𝑚 �[|𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝐹(𝑥) − 𝛼2| − (𝐹(𝑥) − 𝛼1) − (𝐹(𝑥) − 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

≤ 1
2𝑚 �[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1) + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)]𝑚𝑑µ = 𝐼.

𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 

𝐼 ≤ 1
2𝑚 � 2𝑚−1[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1)𝑚 + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)𝑚] 𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )� . 

Лемма доказана.  
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 𝛼 > 𝛼�, где 

𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
Доказательство. Пусть 𝛼 + ℎ > 𝛼 > 𝛼,�  рассмотрим приращение вспомогательной 

функции 
𝑔𝑚(𝐹,𝛼 + ℎ) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 

= �[|𝐹(𝑥) − (𝛼 + ℎ)| − 𝐹(𝑥) + (𝛼 + ℎ)]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ =
𝐸𝐸

 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ =
Е(𝐹,α)

 

𝐽1 ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼2)� ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇(Е) = 𝐵1|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵1 = 2𝑚𝐾𝜇(Е); 
𝐽2 ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2| �𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� − 𝜇�Е(𝐹,𝛼2)�� = 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� ≤ 2𝐾𝜇(Е) ≤

𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
8) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что  𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Пользуясь неравенством 

Коши, 
(𝑢1 + 𝑢2)𝑚 ≤ 2𝑚−1(𝑢1𝑚 + 𝑢2𝑚), для любых  𝑢1,𝑢2 ≥ 0 и 𝑚 ∈ 𝑵. Покажем справедливость 

неравенства 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � ≤ 1

2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )�. 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � = ���𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝛼2

2 � − 𝐹(𝑥) + 𝛼1 + 𝛼2
2 �

𝑚
𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2𝑚 �[|2𝐹(𝑥) − (𝛼1 + 𝛼2)| − 2𝐹(𝑥) + (𝛼1 + 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

1
2𝑚 �[|𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝐹(𝑥) − 𝛼2| − (𝐹(𝑥) − 𝛼1) − (𝐹(𝑥) − 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

≤ 1
2𝑚 �[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1) + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)]𝑚𝑑µ = 𝐼.

𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 

𝐼 ≤ 1
2𝑚 � 2𝑚−1[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1)𝑚 + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)𝑚] 𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )� . 

Лемма доказана.  
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 𝛼 > 𝛼�, где 

𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
Доказательство. Пусть 𝛼 + ℎ > 𝛼 > 𝛼,�  рассмотрим приращение вспомогательной 

функции 
𝑔𝑚(𝐹,𝛼 + ℎ) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 

= �[|𝐹(𝑥) − (𝛼 + ℎ)| − 𝐹(𝑥) + (𝛼 + ℎ)]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ =
𝐸𝐸

 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ =
Е(𝐹,α)

 

𝐽1 ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼2)� ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇(Е) = 𝐵1|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵1 = 2𝑚𝐾𝜇(Е); 
𝐽2 ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2| �𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� − 𝜇�Е(𝐹,𝛼2)�� = 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� ≤ 2𝐾𝜇(Е) ≤

𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
8) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что  𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Пользуясь неравенством 

Коши, 
(𝑢1 + 𝑢2)𝑚 ≤ 2𝑚−1(𝑢1𝑚 + 𝑢2𝑚), для любых  𝑢1,𝑢2 ≥ 0 и 𝑚 ∈ 𝑵. Покажем справедливость 

неравенства 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � ≤ 1

2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )�. 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � = ���𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝛼2

2 � − 𝐹(𝑥) + 𝛼1 + 𝛼2
2 �

𝑚
𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2𝑚 �[|2𝐹(𝑥) − (𝛼1 + 𝛼2)| − 2𝐹(𝑥) + (𝛼1 + 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

1
2𝑚 �[|𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝐹(𝑥) − 𝛼2| − (𝐹(𝑥) − 𝛼1) − (𝐹(𝑥) − 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

≤ 1
2𝑚 �[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1) + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)]𝑚𝑑µ = 𝐼.

𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 

𝐼 ≤ 1
2𝑚 � 2𝑚−1[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1)𝑚 + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)𝑚] 𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )� . 

Лемма доказана.  
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 𝛼 > 𝛼�, где 

𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
Доказательство. Пусть 𝛼 + ℎ > 𝛼 > 𝛼,�  рассмотрим приращение вспомогательной 

функции 
𝑔𝑚(𝐹,𝛼 + ℎ) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 

= �[|𝐹(𝑥) − (𝛼 + ℎ)| − 𝐹(𝑥) + (𝛼 + ℎ)]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ =
𝐸𝐸

 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ =
Е(𝐹,α)

 

Таким образом, для любого 

𝐽1 ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼2)� ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇(Е) = 𝐵1|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵1 = 2𝑚𝐾𝜇(Е); 
𝐽2 ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2| �𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� − 𝜇�Е(𝐹,𝛼2)�� = 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� ≤ 2𝐾𝜇(Е) ≤

𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
8) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что  𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Пользуясь неравенством 

Коши, 
(𝑢1 + 𝑢2)𝑚 ≤ 2𝑚−1(𝑢1𝑚 + 𝑢2𝑚), для любых  𝑢1,𝑢2 ≥ 0 и 𝑚 ∈ 𝑵. Покажем справедливость 

неравенства 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � ≤ 1

2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )�. 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � = ���𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝛼2

2 � − 𝐹(𝑥) + 𝛼1 + 𝛼2
2 �

𝑚
𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2𝑚 �[|2𝐹(𝑥) − (𝛼1 + 𝛼2)| − 2𝐹(𝑥) + (𝛼1 + 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

1
2𝑚 �[|𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝐹(𝑥) − 𝛼2| − (𝐹(𝑥) − 𝛼1) − (𝐹(𝑥) − 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

≤ 1
2𝑚 �[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1) + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)]𝑚𝑑µ = 𝐼.

𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 

𝐼 ≤ 1
2𝑚 � 2𝑚−1[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1)𝑚 + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)𝑚] 𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )� . 

Лемма доказана.  
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 𝛼 > 𝛼�, где 

𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
Доказательство. Пусть 𝛼 + ℎ > 𝛼 > 𝛼,�  рассмотрим приращение вспомогательной 

функции 
𝑔𝑚(𝐹,𝛼 + ℎ) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 

= �[|𝐹(𝑥) − (𝛼 + ℎ)| − 𝐹(𝑥) + (𝛼 + ℎ)]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ =
𝐸𝐸

 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ =
Е(𝐹,α)

 

 достаточно взять число 

𝐽1 ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼2)� ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇(Е) = 𝐵1|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵1 = 2𝑚𝐾𝜇(Е); 
𝐽2 ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2| �𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� − 𝜇�Е(𝐹,𝛼2)�� = 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� ≤ 2𝐾𝜇(Е) ≤

𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
8) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что  𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Пользуясь неравенством 

Коши, 
(𝑢1 + 𝑢2)𝑚 ≤ 2𝑚−1(𝑢1𝑚 + 𝑢2𝑚), для любых  𝑢1,𝑢2 ≥ 0 и 𝑚 ∈ 𝑵. Покажем справедливость 

неравенства 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � ≤ 1

2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )�. 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � = ���𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝛼2

2 � − 𝐹(𝑥) + 𝛼1 + 𝛼2
2 �

𝑚
𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2𝑚 �[|2𝐹(𝑥) − (𝛼1 + 𝛼2)| − 2𝐹(𝑥) + (𝛼1 + 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

1
2𝑚 �[|𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝐹(𝑥) − 𝛼2| − (𝐹(𝑥) − 𝛼1) − (𝐹(𝑥) − 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

≤ 1
2𝑚 �[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1) + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)]𝑚𝑑µ = 𝐼.

𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 

𝐼 ≤ 1
2𝑚 � 2𝑚−1[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1)𝑚 + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)𝑚] 𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )� . 

Лемма доказана.  
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 𝛼 > 𝛼�, где 

𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
Доказательство. Пусть 𝛼 + ℎ > 𝛼 > 𝛼,�  рассмотрим приращение вспомогательной 

функции 
𝑔𝑚(𝐹,𝛼 + ℎ) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 

= �[|𝐹(𝑥) − (𝛼 + ℎ)| − 𝐹(𝑥) + (𝛼 + ℎ)]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ =
𝐸𝐸

 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ =
Е(𝐹,α)

 

 что 
для произвольных 

𝐽1 ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼2)� ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇(Е) = 𝐵1|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵1 = 2𝑚𝐾𝜇(Е); 
𝐽2 ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2| �𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� − 𝜇�Е(𝐹,𝛼2)�� = 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� ≤ 2𝐾𝜇(Е) ≤

𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
8) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что  𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Пользуясь неравенством 

Коши, 
(𝑢1 + 𝑢2)𝑚 ≤ 2𝑚−1(𝑢1𝑚 + 𝑢2𝑚), для любых  𝑢1,𝑢2 ≥ 0 и 𝑚 ∈ 𝑵. Покажем справедливость 

неравенства 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � ≤ 1

2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )�. 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � = ���𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝛼2

2 � − 𝐹(𝑥) + 𝛼1 + 𝛼2
2 �

𝑚
𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2𝑚 �[|2𝐹(𝑥) − (𝛼1 + 𝛼2)| − 2𝐹(𝑥) + (𝛼1 + 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

1
2𝑚 �[|𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝐹(𝑥) − 𝛼2| − (𝐹(𝑥) − 𝛼1) − (𝐹(𝑥) − 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

≤ 1
2𝑚 �[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1) + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)]𝑚𝑑µ = 𝐼.

𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 
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2𝑚 � 2𝑚−1[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1)𝑚 + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)𝑚] 𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )� . 

Лемма доказана.  
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 𝛼 > 𝛼�, где 

𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
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функции 
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, для которых 
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произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
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𝐸

 

1
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Доказательство. Пусть 𝛼 + ℎ > 𝛼 > 𝛼,�  рассмотрим приращение вспомогательной 

функции 
𝑔𝑚(𝐹,𝛼 + ℎ) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 

= �[|𝐹(𝑥) − (𝛼 + ℎ)| − 𝐹(𝑥) + (𝛼 + ℎ)]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ =
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 имеет место неравенство 

𝐽1 ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼2)� ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇(Е) = 𝐵1|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵1 = 2𝑚𝐾𝜇(Е); 
𝐽2 ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2| �𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� − 𝜇�Е(𝐹,𝛼2)�� = 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� ≤ 2𝐾𝜇(Е) ≤

𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
8) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что  𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Пользуясь неравенством 

Коши, 
(𝑢1 + 𝑢2)𝑚 ≤ 2𝑚−1(𝑢1𝑚 + 𝑢2𝑚), для любых  𝑢1,𝑢2 ≥ 0 и 𝑚 ∈ 𝑵. Покажем справедливость 

неравенства 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � ≤ 1

2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )�. 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � = ���𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝛼2

2 � − 𝐹(𝑥) + 𝛼1 + 𝛼2
2 �

𝑚
𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2𝑚 �[|2𝐹(𝑥) − (𝛼1 + 𝛼2)| − 2𝐹(𝑥) + (𝛼1 + 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

1
2𝑚 �[|𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝐹(𝑥) − 𝛼2| − (𝐹(𝑥) − 𝛼1) − (𝐹(𝑥) − 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

≤ 1
2𝑚 �[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1) + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)]𝑚𝑑µ = 𝐼.

𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 

𝐼 ≤ 1
2𝑚 � 2𝑚−1[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1)𝑚 + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)𝑚] 𝑑µ =

𝐸
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2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )� . 

Лемма доказана.  
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 𝛼 > 𝛼�, где 

𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
Доказательство. Пусть 𝛼 + ℎ > 𝛼 > 𝛼,�  рассмотрим приращение вспомогательной 

функции 
𝑔𝑚(𝐹,𝛼 + ℎ) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 

= �[|𝐹(𝑥) − (𝛼 + ℎ)| − 𝐹(𝑥) + (𝛼 + ℎ)]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ =
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= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)
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= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ =
Е(𝐹,α)

 

Это и доказывает равномерную непрерывность. 

Кайракбаев А. К., Туткушева Ж. С. О свойствах одной вспомогательной функции ...
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8) Выберем произвольные 

𝐽1 ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼2)� ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇(Е) = 𝐵1|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵1 = 2𝑚𝐾𝜇(Е); 
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𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  
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𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 
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𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
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− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ =
Е(𝐹,α)

 

 такие, что 

𝐽1 ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼2)� ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇(Е) = 𝐵1|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵1 = 2𝑚𝐾𝜇(Е); 
𝐽2 ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2| �𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� − 𝜇�Е(𝐹,𝛼2)�� = 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� ≤ 2𝐾𝜇(Е) ≤

𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
8) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что  𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Пользуясь неравенством 

Коши, 
(𝑢1 + 𝑢2)𝑚 ≤ 2𝑚−1(𝑢1𝑚 + 𝑢2𝑚), для любых  𝑢1,𝑢2 ≥ 0 и 𝑚 ∈ 𝑵. Покажем справедливость 

неравенства 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � ≤ 1

2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )�. 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � = ���𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝛼2

2 � − 𝐹(𝑥) + 𝛼1 + 𝛼2
2 �

𝑚
𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2𝑚 �[|2𝐹(𝑥) − (𝛼1 + 𝛼2)| − 2𝐹(𝑥) + (𝛼1 + 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

1
2𝑚 �[|𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝐹(𝑥) − 𝛼2| − (𝐹(𝑥) − 𝛼1) − (𝐹(𝑥) − 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

≤ 1
2𝑚 �[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1) + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)]𝑚𝑑µ = 𝐼.

𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 

𝐼 ≤ 1
2𝑚 � 2𝑚−1[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1)𝑚 + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)𝑚] 𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )� . 

Лемма доказана.  
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 𝛼 > 𝛼�, где 

𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
Доказательство. Пусть 𝛼 + ℎ > 𝛼 > 𝛼,�  рассмотрим приращение вспомогательной 

функции 
𝑔𝑚(𝐹,𝛼 + ℎ) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 

= �[|𝐹(𝑥) − (𝛼 + ℎ)| − 𝐹(𝑥) + (𝛼 + ℎ)]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ =
𝐸𝐸

 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ =
Е(𝐹,α)

 

 Пользуясь неравен-
ством Коши, 

𝐽1 ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼2)� ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇(Е) = 𝐵1|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵1 = 2𝑚𝐾𝜇(Е); 
𝐽2 ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2| �𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� − 𝜇�Е(𝐹,𝛼2)�� = 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� ≤ 2𝐾𝜇(Е) ≤

𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
8) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что  𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Пользуясь неравенством 

Коши, 
(𝑢1 + 𝑢2)𝑚 ≤ 2𝑚−1(𝑢1𝑚 + 𝑢2𝑚), для любых  𝑢1,𝑢2 ≥ 0 и 𝑚 ∈ 𝑵. Покажем справедливость 

неравенства 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � ≤ 1

2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )�. 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � = ���𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝛼2

2 � − 𝐹(𝑥) + 𝛼1 + 𝛼2
2 �

𝑚
𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2𝑚 �[|2𝐹(𝑥) − (𝛼1 + 𝛼2)| − 2𝐹(𝑥) + (𝛼1 + 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

1
2𝑚 �[|𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝐹(𝑥) − 𝛼2| − (𝐹(𝑥) − 𝛼1) − (𝐹(𝑥) − 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

≤ 1
2𝑚 �[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1) + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)]𝑚𝑑µ = 𝐼.

𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 

𝐼 ≤ 1
2𝑚 � 2𝑚−1[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1)𝑚 + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)𝑚] 𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )� . 

Лемма доказана.  
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 𝛼 > 𝛼�, где 

𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
Доказательство. Пусть 𝛼 + ℎ > 𝛼 > 𝛼,�  рассмотрим приращение вспомогательной 

функции 
𝑔𝑚(𝐹,𝛼 + ℎ) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 

= �[|𝐹(𝑥) − (𝛼 + ℎ)| − 𝐹(𝑥) + (𝛼 + ℎ)]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ =
𝐸𝐸

 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ =
Е(𝐹,α)

 

 для любых  

𝐽1 ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼2)� ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇(Е) = 𝐵1|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵1 = 2𝑚𝐾𝜇(Е); 
𝐽2 ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2| �𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� − 𝜇�Е(𝐹,𝛼2)�� = 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� ≤ 2𝐾𝜇(Е) ≤

𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
8) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что  𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Пользуясь неравенством 

Коши, 
(𝑢1 + 𝑢2)𝑚 ≤ 2𝑚−1(𝑢1𝑚 + 𝑢2𝑚), для любых  𝑢1,𝑢2 ≥ 0 и 𝑚 ∈ 𝑵. Покажем справедливость 

неравенства 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � ≤ 1

2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )�. 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � = ���𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝛼2

2 � − 𝐹(𝑥) + 𝛼1 + 𝛼2
2 �

𝑚
𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2𝑚 �[|2𝐹(𝑥) − (𝛼1 + 𝛼2)| − 2𝐹(𝑥) + (𝛼1 + 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

1
2𝑚 �[|𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝐹(𝑥) − 𝛼2| − (𝐹(𝑥) − 𝛼1) − (𝐹(𝑥) − 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

≤ 1
2𝑚 �[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1) + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)]𝑚𝑑µ = 𝐼.

𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 

𝐼 ≤ 1
2𝑚 � 2𝑚−1[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1)𝑚 + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)𝑚] 𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )� . 

Лемма доказана.  
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 𝛼 > 𝛼�, где 

𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
Доказательство. Пусть 𝛼 + ℎ > 𝛼 > 𝛼,�  рассмотрим приращение вспомогательной 

функции 
𝑔𝑚(𝐹,𝛼 + ℎ) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 

= �[|𝐹(𝑥) − (𝛼 + ℎ)| − 𝐹(𝑥) + (𝛼 + ℎ)]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ =
𝐸𝐸

 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ =
Е(𝐹,α)

 

 По-
кажем справедливость неравенства

𝐽1 ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼2)� ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇(Е) = 𝐵1|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵1 = 2𝑚𝐾𝜇(Е); 
𝐽2 ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2| �𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� − 𝜇�Е(𝐹,𝛼2)�� = 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� ≤ 2𝐾𝜇(Е) ≤

𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
8) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что  𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Пользуясь неравенством 

Коши, 
(𝑢1 + 𝑢2)𝑚 ≤ 2𝑚−1(𝑢1𝑚 + 𝑢2𝑚), для любых  𝑢1,𝑢2 ≥ 0 и 𝑚 ∈ 𝑵. Покажем справедливость 

неравенства 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � ≤ 1

2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )�. 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � = ���𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝛼2

2 � − 𝐹(𝑥) + 𝛼1 + 𝛼2
2 �

𝑚
𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2𝑚 �[|2𝐹(𝑥) − (𝛼1 + 𝛼2)| − 2𝐹(𝑥) + (𝛼1 + 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

1
2𝑚 �[|𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝐹(𝑥) − 𝛼2| − (𝐹(𝑥) − 𝛼1) − (𝐹(𝑥) − 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

≤ 1
2𝑚 �[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1) + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)]𝑚𝑑µ = 𝐼.

𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 

𝐼 ≤ 1
2𝑚 � 2𝑚−1[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1)𝑚 + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)𝑚] 𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )� . 

Лемма доказана.  
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 𝛼 > 𝛼�, где 

𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
Доказательство. Пусть 𝛼 + ℎ > 𝛼 > 𝛼,�  рассмотрим приращение вспомогательной 

функции 
𝑔𝑚(𝐹,𝛼 + ℎ) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 

= �[|𝐹(𝑥) − (𝛼 + ℎ)| − 𝐹(𝑥) + (𝛼 + ℎ)]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ =
𝐸𝐸

 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ =
Е(𝐹,α)

 

𝐽1 ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼2)� ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇(Е) = 𝐵1|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵1 = 2𝑚𝐾𝜇(Е); 
𝐽2 ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2| �𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� − 𝜇�Е(𝐹,𝛼2)�� = 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� ≤ 2𝐾𝜇(Е) ≤

𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
8) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что  𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Пользуясь неравенством 

Коши, 
(𝑢1 + 𝑢2)𝑚 ≤ 2𝑚−1(𝑢1𝑚 + 𝑢2𝑚), для любых  𝑢1,𝑢2 ≥ 0 и 𝑚 ∈ 𝑵. Покажем справедливость 

неравенства 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � ≤ 1

2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )�. 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � = ���𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝛼2

2 � − 𝐹(𝑥) + 𝛼1 + 𝛼2
2 �

𝑚
𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2𝑚 �[|2𝐹(𝑥) − (𝛼1 + 𝛼2)| − 2𝐹(𝑥) + (𝛼1 + 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

1
2𝑚 �[|𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝐹(𝑥) − 𝛼2| − (𝐹(𝑥) − 𝛼1) − (𝐹(𝑥) − 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

≤ 1
2𝑚 �[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1) + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)]𝑚𝑑µ = 𝐼.

𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 

𝐼 ≤ 1
2𝑚 � 2𝑚−1[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1)𝑚 + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)𝑚] 𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )� . 

Лемма доказана.  
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 𝛼 > 𝛼�, где 

𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
Доказательство. Пусть 𝛼 + ℎ > 𝛼 > 𝛼,�  рассмотрим приращение вспомогательной 

функции 
𝑔𝑚(𝐹,𝛼 + ℎ) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 

= �[|𝐹(𝑥) − (𝛼 + ℎ)| − 𝐹(𝑥) + (𝛼 + ℎ)]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ =
𝐸𝐸

 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ =
Е(𝐹,α)

 

𝐽1 ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼2)� ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇(Е) = 𝐵1|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵1 = 2𝑚𝐾𝜇(Е); 
𝐽2 ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2| �𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� − 𝜇�Е(𝐹,𝛼2)�� = 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� ≤ 2𝐾𝜇(Е) ≤

𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
8) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что  𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Пользуясь неравенством 

Коши, 
(𝑢1 + 𝑢2)𝑚 ≤ 2𝑚−1(𝑢1𝑚 + 𝑢2𝑚), для любых  𝑢1,𝑢2 ≥ 0 и 𝑚 ∈ 𝑵. Покажем справедливость 

неравенства 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � ≤ 1

2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )�. 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � = ���𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝛼2

2 � − 𝐹(𝑥) + 𝛼1 + 𝛼2
2 �

𝑚
𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2𝑚 �[|2𝐹(𝑥) − (𝛼1 + 𝛼2)| − 2𝐹(𝑥) + (𝛼1 + 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

1
2𝑚 �[|𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝐹(𝑥) − 𝛼2| − (𝐹(𝑥) − 𝛼1) − (𝐹(𝑥) − 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

≤ 1
2𝑚 �[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1) + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)]𝑚𝑑µ = 𝐼.

𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 

𝐼 ≤ 1
2𝑚 � 2𝑚−1[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1)𝑚 + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)𝑚] 𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )� . 

Лемма доказана.  
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 𝛼 > 𝛼�, где 

𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
Доказательство. Пусть 𝛼 + ℎ > 𝛼 > 𝛼,�  рассмотрим приращение вспомогательной 

функции 
𝑔𝑚(𝐹,𝛼 + ℎ) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 

= �[|𝐹(𝑥) − (𝛼 + ℎ)| − 𝐹(𝑥) + (𝛼 + ℎ)]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ =
𝐸𝐸

 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ =
Е(𝐹,α)

 

𝐽1 ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼2)� ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇(Е) = 𝐵1|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵1 = 2𝑚𝐾𝜇(Е); 
𝐽2 ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2| �𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� − 𝜇�Е(𝐹,𝛼2)�� = 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� ≤ 2𝐾𝜇(Е) ≤

𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
8) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что  𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Пользуясь неравенством 

Коши, 
(𝑢1 + 𝑢2)𝑚 ≤ 2𝑚−1(𝑢1𝑚 + 𝑢2𝑚), для любых  𝑢1,𝑢2 ≥ 0 и 𝑚 ∈ 𝑵. Покажем справедливость 

неравенства 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � ≤ 1

2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )�. 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � = ���𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝛼2

2 � − 𝐹(𝑥) + 𝛼1 + 𝛼2
2 �

𝑚
𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2𝑚 �[|2𝐹(𝑥) − (𝛼1 + 𝛼2)| − 2𝐹(𝑥) + (𝛼1 + 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

1
2𝑚 �[|𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝐹(𝑥) − 𝛼2| − (𝐹(𝑥) − 𝛼1) − (𝐹(𝑥) − 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

≤ 1
2𝑚 �[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1) + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)]𝑚𝑑µ = 𝐼.

𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 
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= 1
2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )� . 

Лемма доказана.  
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 𝛼 > 𝛼�, где 

𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
Доказательство. Пусть 𝛼 + ℎ > 𝛼 > 𝛼,�  рассмотрим приращение вспомогательной 

функции 
𝑔𝑚(𝐹,𝛼 + ℎ) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 

= �[|𝐹(𝑥) − (𝛼 + ℎ)| − 𝐹(𝑥) + (𝛼 + ℎ)]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ =
𝐸𝐸

 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)
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= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ =
Е(𝐹,α)
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𝐽2 ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2| �𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� − 𝜇�Е(𝐹,𝛼2)�� = 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� ≤ 2𝐾𝜇(Е) ≤

𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
8) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что  𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Пользуясь неравенством 

Коши, 
(𝑢1 + 𝑢2)𝑚 ≤ 2𝑚−1(𝑢1𝑚 + 𝑢2𝑚), для любых  𝑢1,𝑢2 ≥ 0 и 𝑚 ∈ 𝑵. Покажем справедливость 

неравенства 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
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2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )�. 
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2 � = ���𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝛼2

2 � − 𝐹(𝑥) + 𝛼1 + 𝛼2
2 �

𝑚
𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2𝑚 �[|2𝐹(𝑥) − (𝛼1 + 𝛼2)| − 2𝐹(𝑥) + (𝛼1 + 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

1
2𝑚 �[|𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝐹(𝑥) − 𝛼2| − (𝐹(𝑥) − 𝛼1) − (𝐹(𝑥) − 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

≤ 1
2𝑚 �[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1) + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)]𝑚𝑑µ = 𝐼.

𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 

𝐼 ≤ 1
2𝑚 � 2𝑚−1[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1)𝑚 + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)𝑚] 𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )� . 

Лемма доказана.  
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 𝛼 > 𝛼�, где 

𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
Доказательство. Пусть 𝛼 + ℎ > 𝛼 > 𝛼,�  рассмотрим приращение вспомогательной 

функции 
𝑔𝑚(𝐹,𝛼 + ℎ) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 

= �[|𝐹(𝑥) − (𝛼 + ℎ)| − 𝐹(𝑥) + (𝛼 + ℎ)]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ =
𝐸𝐸

 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ =
Е(𝐹,α)

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под послед-
ним интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприве-
денное неравенство Коши, получим следующую оценку.

𝐽1 ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼2)� ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇(Е) = 𝐵1|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵1 = 2𝑚𝐾𝜇(Е); 
𝐽2 ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2| �𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� − 𝜇�Е(𝐹,𝛼2)�� = 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� ≤ 2𝐾𝜇(Е) ≤

𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
8) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что  𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Пользуясь неравенством 

Коши, 
(𝑢1 + 𝑢2)𝑚 ≤ 2𝑚−1(𝑢1𝑚 + 𝑢2𝑚), для любых  𝑢1,𝑢2 ≥ 0 и 𝑚 ∈ 𝑵. Покажем справедливость 

неравенства 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � ≤ 1

2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )�. 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � = ���𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝛼2

2 � − 𝐹(𝑥) + 𝛼1 + 𝛼2
2 �

𝑚
𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2𝑚 �[|2𝐹(𝑥) − (𝛼1 + 𝛼2)| − 2𝐹(𝑥) + (𝛼1 + 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

1
2𝑚 �[|𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝐹(𝑥) − 𝛼2| − (𝐹(𝑥) − 𝛼1) − (𝐹(𝑥) − 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

≤ 1
2𝑚 �[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1) + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)]𝑚𝑑µ = 𝐼.

𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 

𝐼 ≤ 1
2𝑚 � 2𝑚−1[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1)𝑚 + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)𝑚] 𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )� . 

Лемма доказана.  
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 𝛼 > 𝛼�, где 

𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
Доказательство. Пусть 𝛼 + ℎ > 𝛼 > 𝛼,�  рассмотрим приращение вспомогательной 

функции 
𝑔𝑚(𝐹,𝛼 + ℎ) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 

= �[|𝐹(𝑥) − (𝛼 + ℎ)| − 𝐹(𝑥) + (𝛼 + ℎ)]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ =
𝐸𝐸

 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ =
Е(𝐹,α)

 

𝐽1 ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼2)� ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇(Е) = 𝐵1|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵1 = 2𝑚𝐾𝜇(Е); 
𝐽2 ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2| �𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� − 𝜇�Е(𝐹,𝛼2)�� = 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� ≤ 2𝐾𝜇(Е) ≤

𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
8) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что  𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Пользуясь неравенством 

Коши, 
(𝑢1 + 𝑢2)𝑚 ≤ 2𝑚−1(𝑢1𝑚 + 𝑢2𝑚), для любых  𝑢1,𝑢2 ≥ 0 и 𝑚 ∈ 𝑵. Покажем справедливость 

неравенства 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � ≤ 1

2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )�. 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � = ���𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝛼2

2 � − 𝐹(𝑥) + 𝛼1 + 𝛼2
2 �

𝑚
𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2𝑚 �[|2𝐹(𝑥) − (𝛼1 + 𝛼2)| − 2𝐹(𝑥) + (𝛼1 + 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

1
2𝑚 �[|𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝐹(𝑥) − 𝛼2| − (𝐹(𝑥) − 𝛼1) − (𝐹(𝑥) − 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

≤ 1
2𝑚 �[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1) + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)]𝑚𝑑µ = 𝐼.

𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 

𝐼 ≤ 1
2𝑚 � 2𝑚−1[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1)𝑚 + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)𝑚] 𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )� . 

Лемма доказана.  
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 𝛼 > 𝛼�, где 

𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
Доказательство. Пусть 𝛼 + ℎ > 𝛼 > 𝛼,�  рассмотрим приращение вспомогательной 

функции 
𝑔𝑚(𝐹,𝛼 + ℎ) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 

= �[|𝐹(𝑥) − (𝛼 + ℎ)| − 𝐹(𝑥) + (𝛼 + ℎ)]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ =
𝐸𝐸

 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ =
Е(𝐹,α)

 

Лемма доказана. 
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 

𝐽1 ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼2)� ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇(Е) = 𝐵1|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵1 = 2𝑚𝐾𝜇(Е); 
𝐽2 ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2| �𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� − 𝜇�Е(𝐹,𝛼2)�� = 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� ≤ 2𝐾𝜇(Е) ≤

𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
8) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что  𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Пользуясь неравенством 

Коши, 
(𝑢1 + 𝑢2)𝑚 ≤ 2𝑚−1(𝑢1𝑚 + 𝑢2𝑚), для любых  𝑢1,𝑢2 ≥ 0 и 𝑚 ∈ 𝑵. Покажем справедливость 

неравенства 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � ≤ 1

2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )�. 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � = ���𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝛼2

2 � − 𝐹(𝑥) + 𝛼1 + 𝛼2
2 �

𝑚
𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2𝑚 �[|2𝐹(𝑥) − (𝛼1 + 𝛼2)| − 2𝐹(𝑥) + (𝛼1 + 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

1
2𝑚 �[|𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝐹(𝑥) − 𝛼2| − (𝐹(𝑥) − 𝛼1) − (𝐹(𝑥) − 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

≤ 1
2𝑚 �[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1) + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)]𝑚𝑑µ = 𝐼.

𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 

𝐼 ≤ 1
2𝑚 � 2𝑚−1[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1)𝑚 + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)𝑚] 𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )� . 

Лемма доказана.  
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 𝛼 > 𝛼�, где 

𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
Доказательство. Пусть 𝛼 + ℎ > 𝛼 > 𝛼,�  рассмотрим приращение вспомогательной 

функции 
𝑔𝑚(𝐹,𝛼 + ℎ) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 

= �[|𝐹(𝑥) − (𝛼 + ℎ)| − 𝐹(𝑥) + (𝛼 + ℎ)]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ =
𝐸𝐸

 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ =
Е(𝐹,α)

 

 
где 

𝐽1 ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼2)� ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇(Е) = 𝐵1|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵1 = 2𝑚𝐾𝜇(Е); 
𝐽2 ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2| �𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� − 𝜇�Е(𝐹,𝛼2)�� = 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� ≤ 2𝐾𝜇(Е) ≤

𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
8) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что  𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Пользуясь неравенством 

Коши, 
(𝑢1 + 𝑢2)𝑚 ≤ 2𝑚−1(𝑢1𝑚 + 𝑢2𝑚), для любых  𝑢1,𝑢2 ≥ 0 и 𝑚 ∈ 𝑵. Покажем справедливость 

неравенства 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � ≤ 1

2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )�. 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � = ���𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝛼2

2 � − 𝐹(𝑥) + 𝛼1 + 𝛼2
2 �

𝑚
𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2𝑚 �[|2𝐹(𝑥) − (𝛼1 + 𝛼2)| − 2𝐹(𝑥) + (𝛼1 + 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

1
2𝑚 �[|𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝐹(𝑥) − 𝛼2| − (𝐹(𝑥) − 𝛼1) − (𝐹(𝑥) − 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

≤ 1
2𝑚 �[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1) + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)]𝑚𝑑µ = 𝐼.

𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 

𝐼 ≤ 1
2𝑚 � 2𝑚−1[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1)𝑚 + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)𝑚] 𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )� . 

Лемма доказана.  
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 𝛼 > 𝛼�, где 

𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
Доказательство. Пусть 𝛼 + ℎ > 𝛼 > 𝛼,�  рассмотрим приращение вспомогательной 

функции 
𝑔𝑚(𝐹,𝛼 + ℎ) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 

= �[|𝐹(𝑥) − (𝛼 + ℎ)| − 𝐹(𝑥) + (𝛼 + ℎ)]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ =
𝐸𝐸

 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ =
Е(𝐹,α)

 

Доказательство. Пусть 

𝐽1 ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼2)� ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇(Е) = 𝐵1|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵1 = 2𝑚𝐾𝜇(Е); 
𝐽2 ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2| �𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� − 𝜇�Е(𝐹,𝛼2)�� = 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� ≤ 2𝐾𝜇(Е) ≤

𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
8) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что  𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Пользуясь неравенством 

Коши, 
(𝑢1 + 𝑢2)𝑚 ≤ 2𝑚−1(𝑢1𝑚 + 𝑢2𝑚), для любых  𝑢1,𝑢2 ≥ 0 и 𝑚 ∈ 𝑵. Покажем справедливость 

неравенства 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � ≤ 1

2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )�. 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � = ���𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝛼2

2 � − 𝐹(𝑥) + 𝛼1 + 𝛼2
2 �

𝑚
𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2𝑚 �[|2𝐹(𝑥) − (𝛼1 + 𝛼2)| − 2𝐹(𝑥) + (𝛼1 + 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

1
2𝑚 �[|𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝐹(𝑥) − 𝛼2| − (𝐹(𝑥) − 𝛼1) − (𝐹(𝑥) − 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

≤ 1
2𝑚 �[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1) + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)]𝑚𝑑µ = 𝐼.

𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 

𝐼 ≤ 1
2𝑚 � 2𝑚−1[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1)𝑚 + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)𝑚] 𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )� . 

Лемма доказана.  
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 𝛼 > 𝛼�, где 

𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
Доказательство. Пусть 𝛼 + ℎ > 𝛼 > 𝛼,�  рассмотрим приращение вспомогательной 

функции 
𝑔𝑚(𝐹,𝛼 + ℎ) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 

= �[|𝐹(𝑥) − (𝛼 + ℎ)| − 𝐹(𝑥) + (𝛼 + ℎ)]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ =
𝐸𝐸

 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ =
Е(𝐹,α)

 

 рассмотрим приращение вспомогатель-
ной функции

𝐽1 ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼2)� ≤ 2𝑚𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇(Е) = 𝐵1|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵1 = 2𝑚𝐾𝜇(Е); 
𝐽2 ≤ 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2| �𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� − 𝜇�Е(𝐹,𝛼2)�� = 2𝐾|𝛼1 − 𝛼2|𝜇�Е(𝐹,𝛼1)� ≤ 2𝐾𝜇(Е) ≤

𝐵2|𝛼1 − 𝛼2|, где 𝐵2 = 2𝐾𝜇(Е).  
Таким образом, для любого  𝜀 > 0  достаточно взять число  𝛿 = 𝜀/(𝐵1 + 𝐵2), что для 

произвольных  𝛼1,𝛼2, для которых |𝛼1 − 𝛼2| < 𝛿 имеет место неравенство  

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2)| ≤ 𝐽1 + 𝐽2 < (𝐵1 + 𝐵2)|𝛼1 − 𝛼2| <
(𝐵1 + 𝐵2)𝜀
(𝐵1 + 𝐵2) = 𝜀. 

Это и доказывает равномерную непрерывность.   
8) Выберем произвольные  𝛼1,𝛼2 такие, что  𝛼1 > 𝛼2 ≥ 𝛼0. Пользуясь неравенством 

Коши, 
(𝑢1 + 𝑢2)𝑚 ≤ 2𝑚−1(𝑢1𝑚 + 𝑢2𝑚), для любых  𝑢1,𝑢2 ≥ 0 и 𝑚 ∈ 𝑵. Покажем справедливость 

неравенства 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � ≤ 1

2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )�. 

𝑔𝑚 �𝐹,𝛼1 + 𝛼2
2 � = ���𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝛼2

2 � − 𝐹(𝑥) + 𝛼1 + 𝛼2
2 �

𝑚
𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2𝑚 �[|2𝐹(𝑥) − (𝛼1 + 𝛼2)| − 2𝐹(𝑥) + (𝛼1 + 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

1
2𝑚 �[|𝐹(𝑥) − 𝛼1 + 𝐹(𝑥) − 𝛼2| − (𝐹(𝑥) − 𝛼1) − (𝐹(𝑥) − 𝛼2)]𝑚𝑑µ ≤

𝐸

 

≤ 1
2𝑚 �[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1) + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)]𝑚𝑑µ = 𝐼.

𝐸

 

Согласно утверждению 1) леммы 1, два выражения в круглых скобках под последним 
интегралом имеют неотрицательные значения, поэтому, применив вышеприведенное 
неравенство Коши, получим следующую оценку. 

𝐼 ≤ 1
2𝑚 � 2𝑚−1[(|𝐹(𝑥) − 𝛼1| − 𝐹(𝑥) + 𝛼1)𝑚 + (|𝐹(𝑥) − 𝛼2| − 𝐹(𝑥) + 𝛼2)𝑚] 𝑑µ =

𝐸

 

= 1
2 �𝑔𝑚(𝐹,𝛼1) + 𝑔𝑚(𝐹,𝛼2 )� . 

Лемма доказана.  
Лемма 2. Вспомогательная функция (2) дифференцируема в каждой точке 𝛼 > 𝛼�, где 

𝛼� = 𝑚𝑖𝑛𝐸 𝐹(𝑥). 
Доказательство. Пусть 𝛼 + ℎ > 𝛼 > 𝛼,�  рассмотрим приращение вспомогательной 

функции 
𝑔𝑚(𝐹,𝛼 + ℎ) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 

= �[|𝐹(𝑥) − (𝛼 + ℎ)| − 𝐹(𝑥) + (𝛼 + ℎ)]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼| − 𝐹(𝑥) + 𝛼]𝑚𝑑µ =
𝐸𝐸

 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

= 

= � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α)

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

− � �2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ =
Е(𝐹,α)
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= � �2ℎ ��𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−1 + �𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 − 𝐹(𝑥)� + …
Е(𝐹,α)

+ �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)� + �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−1�� 𝑑µ + 

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

= 𝐼1ℎ + 𝐼2. 

Легко проверить, что 

lim
ℎ→0

𝐼1 = 2 � 𝑚�2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚−1𝑑µ = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�.
Е(𝐹,α)

 

Нетрудно видеть, что 𝐼2 является бесконечно малой при ℎ → 0, поскольку выражение 
под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2ℎ, и в силу непрерывности меры 𝜇  
имеет место  

0 ≤ 𝐼2 ≤ (2ℎ)𝑚𝜇 �Е(𝐹,α + h) − 𝜇�Е(𝐹,α)�� → 0. 
Таким образом,  

𝑑𝑔𝑚
𝑑𝛼 = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�. 

Лемма 2 доказана. 
Следствие 1. При m=1  

𝑑𝑔1
𝑑𝛼 = 2𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равенство 
𝑑𝑚𝑔𝑚
𝑑𝛼𝑚 = (2)𝑚𝑚! 𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Лемма 3. Пусть {𝛼𝑖} – убывающая последовательность, предел которой при 𝑖 → ∞ 
равен 𝛼0 ≥ 𝛼� = 𝑚𝑖𝑛

𝐸
𝐹(𝑥). Тогда имеет место равенство 

lim
𝑖→∞

𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0). 
Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0)|

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼𝑖| − 𝐹(𝑥) + 𝛼𝑖]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼0| − 𝐹(𝑥) + 𝛼0]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� → 0. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утверждение 7). 
Лемма 3 доказана. 

 
Основной результат 

 
Теорема 1. Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная 

целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 𝛼� задачи (1) 
достигается в точке 𝑥̅ (где 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0} тогда и только тогда, 
когда 

  𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = 0.       (3) 
Доказательство необходимости. Предположим – 𝑥̅ точка глобального минимума, где 

имеет место 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0}, поэтому 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼�, для любого 𝑥 ∈ 𝐸. 
Следовательно, 

𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = �[|𝐹(𝑥) − 𝛼�| − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ =
𝐸

�[(𝐹(𝑥) − 𝛼�) − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ = 0.
𝐸

 

Необходимость доказана. 

Легко проверить, что

= � �2ℎ ��𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−1 + �𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 − 𝐹(𝑥)� + …
Е(𝐹,α)

+ �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)� + �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−1�� 𝑑µ + 

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

= 𝐼1ℎ + 𝐼2. 

Легко проверить, что 

lim
ℎ→0

𝐼1 = 2 � 𝑚�2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚−1𝑑µ = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�.
Е(𝐹,α)

 

Нетрудно видеть, что 𝐼2 является бесконечно малой при ℎ → 0, поскольку выражение 
под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2ℎ, и в силу непрерывности меры 𝜇  
имеет место  

0 ≤ 𝐼2 ≤ (2ℎ)𝑚𝜇 �Е(𝐹,α + h) − 𝜇�Е(𝐹,α)�� → 0. 
Таким образом,  

𝑑𝑔𝑚
𝑑𝛼 = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�. 

Лемма 2 доказана. 
Следствие 1. При m=1  

𝑑𝑔1
𝑑𝛼 = 2𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равенство 
𝑑𝑚𝑔𝑚
𝑑𝛼𝑚 = (2)𝑚𝑚! 𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Лемма 3. Пусть {𝛼𝑖} – убывающая последовательность, предел которой при 𝑖 → ∞ 
равен 𝛼0 ≥ 𝛼� = 𝑚𝑖𝑛

𝐸
𝐹(𝑥). Тогда имеет место равенство 

lim
𝑖→∞

𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0). 
Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0)|

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼𝑖| − 𝐹(𝑥) + 𝛼𝑖]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼0| − 𝐹(𝑥) + 𝛼0]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� → 0. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утверждение 7). 
Лемма 3 доказана. 

 
Основной результат 

 
Теорема 1. Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная 

целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 𝛼� задачи (1) 
достигается в точке 𝑥̅ (где 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0} тогда и только тогда, 
когда 

  𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = 0.       (3) 
Доказательство необходимости. Предположим – 𝑥̅ точка глобального минимума, где 

имеет место 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0}, поэтому 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼�, для любого 𝑥 ∈ 𝐸. 
Следовательно, 

𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = �[|𝐹(𝑥) − 𝛼�| − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ =
𝐸

�[(𝐹(𝑥) − 𝛼�) − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ = 0.
𝐸

 

Необходимость доказана. 

Нетрудно видеть, что I2 является бесконечно малой при 

= � �2ℎ ��𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−1 + �𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 − 𝐹(𝑥)� + …
Е(𝐹,α)

+ �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)� + �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−1�� 𝑑µ + 

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

= 𝐼1ℎ + 𝐼2. 

Легко проверить, что 

lim
ℎ→0

𝐼1 = 2 � 𝑚�2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚−1𝑑µ = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�.
Е(𝐹,α)

 

Нетрудно видеть, что 𝐼2 является бесконечно малой при ℎ → 0, поскольку выражение 
под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2ℎ, и в силу непрерывности меры 𝜇  
имеет место  

0 ≤ 𝐼2 ≤ (2ℎ)𝑚𝜇 �Е(𝐹,α + h) − 𝜇�Е(𝐹,α)�� → 0. 
Таким образом,  

𝑑𝑔𝑚
𝑑𝛼 = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�. 

Лемма 2 доказана. 
Следствие 1. При m=1  

𝑑𝑔1
𝑑𝛼 = 2𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равенство 
𝑑𝑚𝑔𝑚
𝑑𝛼𝑚 = (2)𝑚𝑚! 𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Лемма 3. Пусть {𝛼𝑖} – убывающая последовательность, предел которой при 𝑖 → ∞ 
равен 𝛼0 ≥ 𝛼� = 𝑚𝑖𝑛

𝐸
𝐹(𝑥). Тогда имеет место равенство 

lim
𝑖→∞

𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0). 
Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0)|

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼𝑖| − 𝐹(𝑥) + 𝛼𝑖]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼0| − 𝐹(𝑥) + 𝛼0]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� → 0. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утверждение 7). 
Лемма 3 доказана. 

 
Основной результат 

 
Теорема 1. Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная 

целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 𝛼� задачи (1) 
достигается в точке 𝑥̅ (где 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0} тогда и только тогда, 
когда 

  𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = 0.       (3) 
Доказательство необходимости. Предположим – 𝑥̅ точка глобального минимума, где 

имеет место 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0}, поэтому 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼�, для любого 𝑥 ∈ 𝐸. 
Следовательно, 

𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = �[|𝐹(𝑥) − 𝛼�| − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ =
𝐸

�[(𝐹(𝑥) − 𝛼�) − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ = 0.
𝐸

 

Необходимость доказана. 

, поскольку выра-
жение под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2h, и в силу непрерыв-
ности меры m имеет место 

= � �2ℎ ��𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−1 + �𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 − 𝐹(𝑥)� + …
Е(𝐹,α)

+ �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)� + �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−1�� 𝑑µ + 

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

= 𝐼1ℎ + 𝐼2. 

Легко проверить, что 

lim
ℎ→0

𝐼1 = 2 � 𝑚�2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚−1𝑑µ = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�.
Е(𝐹,α)

 

Нетрудно видеть, что 𝐼2 является бесконечно малой при ℎ → 0, поскольку выражение 
под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2ℎ, и в силу непрерывности меры 𝜇  
имеет место  

0 ≤ 𝐼2 ≤ (2ℎ)𝑚𝜇 �Е(𝐹,α + h) − 𝜇�Е(𝐹,α)�� → 0. 
Таким образом,  

𝑑𝑔𝑚
𝑑𝛼 = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�. 

Лемма 2 доказана. 
Следствие 1. При m=1  

𝑑𝑔1
𝑑𝛼 = 2𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равенство 
𝑑𝑚𝑔𝑚
𝑑𝛼𝑚 = (2)𝑚𝑚! 𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Лемма 3. Пусть {𝛼𝑖} – убывающая последовательность, предел которой при 𝑖 → ∞ 
равен 𝛼0 ≥ 𝛼� = 𝑚𝑖𝑛

𝐸
𝐹(𝑥). Тогда имеет место равенство 

lim
𝑖→∞

𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0). 
Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0)|

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼𝑖| − 𝐹(𝑥) + 𝛼𝑖]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼0| − 𝐹(𝑥) + 𝛼0]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� → 0. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утверждение 7). 
Лемма 3 доказана. 

 
Основной результат 

 
Теорема 1. Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная 

целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 𝛼� задачи (1) 
достигается в точке 𝑥̅ (где 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0} тогда и только тогда, 
когда 

  𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = 0.       (3) 
Доказательство необходимости. Предположим – 𝑥̅ точка глобального минимума, где 

имеет место 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0}, поэтому 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼�, для любого 𝑥 ∈ 𝐸. 
Следовательно, 

𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = �[|𝐹(𝑥) − 𝛼�| − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ =
𝐸

�[(𝐹(𝑥) − 𝛼�) − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ = 0.
𝐸

 

Необходимость доказана. 

Таким образом, 

= � �2ℎ ��𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−1 + �𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 − 𝐹(𝑥)� + …
Е(𝐹,α)

+ �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)� + �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−1�� 𝑑µ + 

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

= 𝐼1ℎ + 𝐼2. 

Легко проверить, что 

lim
ℎ→0

𝐼1 = 2 � 𝑚�2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚−1𝑑µ = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�.
Е(𝐹,α)

 

Нетрудно видеть, что 𝐼2 является бесконечно малой при ℎ → 0, поскольку выражение 
под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2ℎ, и в силу непрерывности меры 𝜇  
имеет место  

0 ≤ 𝐼2 ≤ (2ℎ)𝑚𝜇 �Е(𝐹,α + h) − 𝜇�Е(𝐹,α)�� → 0. 
Таким образом,  

𝑑𝑔𝑚
𝑑𝛼 = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�. 

Лемма 2 доказана. 
Следствие 1. При m=1  

𝑑𝑔1
𝑑𝛼 = 2𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равенство 
𝑑𝑚𝑔𝑚
𝑑𝛼𝑚 = (2)𝑚𝑚! 𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Лемма 3. Пусть {𝛼𝑖} – убывающая последовательность, предел которой при 𝑖 → ∞ 
равен 𝛼0 ≥ 𝛼� = 𝑚𝑖𝑛

𝐸
𝐹(𝑥). Тогда имеет место равенство 

lim
𝑖→∞

𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0). 
Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0)|

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼𝑖| − 𝐹(𝑥) + 𝛼𝑖]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼0| − 𝐹(𝑥) + 𝛼0]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� → 0. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утверждение 7). 
Лемма 3 доказана. 

 
Основной результат 

 
Теорема 1. Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная 

целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 𝛼� задачи (1) 
достигается в точке 𝑥̅ (где 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0} тогда и только тогда, 
когда 

  𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = 0.       (3) 
Доказательство необходимости. Предположим – 𝑥̅ точка глобального минимума, где 

имеет место 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0}, поэтому 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼�, для любого 𝑥 ∈ 𝐸. 
Следовательно, 

𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = �[|𝐹(𝑥) − 𝛼�| − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ =
𝐸

�[(𝐹(𝑥) − 𝛼�) − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ = 0.
𝐸

 

Необходимость доказана. 

Лемма 2 доказана.
Следствие 1. При m=1 

= � �2ℎ ��𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−1 + �𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 − 𝐹(𝑥)� + …
Е(𝐹,α)

+ �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)� + �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−1�� 𝑑µ + 

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

= 𝐼1ℎ + 𝐼2. 

Легко проверить, что 

lim
ℎ→0

𝐼1 = 2 � 𝑚�2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚−1𝑑µ = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�.
Е(𝐹,α)

 

Нетрудно видеть, что 𝐼2 является бесконечно малой при ℎ → 0, поскольку выражение 
под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2ℎ, и в силу непрерывности меры 𝜇  
имеет место  

0 ≤ 𝐼2 ≤ (2ℎ)𝑚𝜇 �Е(𝐹,α + h) − 𝜇�Е(𝐹,α)�� → 0. 
Таким образом,  

𝑑𝑔𝑚
𝑑𝛼 = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�. 

Лемма 2 доказана. 
Следствие 1. При m=1  

𝑑𝑔1
𝑑𝛼 = 2𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равенство 
𝑑𝑚𝑔𝑚
𝑑𝛼𝑚 = (2)𝑚𝑚! 𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Лемма 3. Пусть {𝛼𝑖} – убывающая последовательность, предел которой при 𝑖 → ∞ 
равен 𝛼0 ≥ 𝛼� = 𝑚𝑖𝑛

𝐸
𝐹(𝑥). Тогда имеет место равенство 

lim
𝑖→∞

𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0). 
Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0)|

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼𝑖| − 𝐹(𝑥) + 𝛼𝑖]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼0| − 𝐹(𝑥) + 𝛼0]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� → 0. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утверждение 7). 
Лемма 3 доказана. 

 
Основной результат 

 
Теорема 1. Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная 

целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 𝛼� задачи (1) 
достигается в точке 𝑥̅ (где 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0} тогда и только тогда, 
когда 

  𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = 0.       (3) 
Доказательство необходимости. Предположим – 𝑥̅ точка глобального минимума, где 

имеет место 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0}, поэтому 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼�, для любого 𝑥 ∈ 𝐸. 
Следовательно, 

𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = �[|𝐹(𝑥) − 𝛼�| − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ =
𝐸

�[(𝐹(𝑥) − 𝛼�) − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ = 0.
𝐸

 

Необходимость доказана. 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равен-
ство

= � �2ℎ ��𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−1 + �𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 − 𝐹(𝑥)� + …
Е(𝐹,α)

+ �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)� + �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−1�� 𝑑µ + 

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

= 𝐼1ℎ + 𝐼2. 

Легко проверить, что 

lim
ℎ→0

𝐼1 = 2 � 𝑚�2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚−1𝑑µ = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�.
Е(𝐹,α)

 

Нетрудно видеть, что 𝐼2 является бесконечно малой при ℎ → 0, поскольку выражение 
под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2ℎ, и в силу непрерывности меры 𝜇  
имеет место  

0 ≤ 𝐼2 ≤ (2ℎ)𝑚𝜇 �Е(𝐹,α + h) − 𝜇�Е(𝐹,α)�� → 0. 
Таким образом,  

𝑑𝑔𝑚
𝑑𝛼 = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�. 

Лемма 2 доказана. 
Следствие 1. При m=1  

𝑑𝑔1
𝑑𝛼 = 2𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равенство 
𝑑𝑚𝑔𝑚
𝑑𝛼𝑚 = (2)𝑚𝑚! 𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Лемма 3. Пусть {𝛼𝑖} – убывающая последовательность, предел которой при 𝑖 → ∞ 
равен 𝛼0 ≥ 𝛼� = 𝑚𝑖𝑛

𝐸
𝐹(𝑥). Тогда имеет место равенство 

lim
𝑖→∞

𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0). 
Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0)|

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼𝑖| − 𝐹(𝑥) + 𝛼𝑖]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼0| − 𝐹(𝑥) + 𝛼0]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� → 0. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утверждение 7). 
Лемма 3 доказана. 

 
Основной результат 

 
Теорема 1. Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная 

целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 𝛼� задачи (1) 
достигается в точке 𝑥̅ (где 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0} тогда и только тогда, 
когда 

  𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = 0.       (3) 
Доказательство необходимости. Предположим – 𝑥̅ точка глобального минимума, где 

имеет место 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0}, поэтому 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼�, для любого 𝑥 ∈ 𝐸. 
Следовательно, 

𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = �[|𝐹(𝑥) − 𝛼�| − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ =
𝐸

�[(𝐹(𝑥) − 𝛼�) − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ = 0.
𝐸

 

Необходимость доказана. 

Лемма 3. Пусть 

= � �2ℎ ��𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−1 + �𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 − 𝐹(𝑥)� + …
Е(𝐹,α)

+ �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)� + �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−1�� 𝑑µ + 

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

= 𝐼1ℎ + 𝐼2. 

Легко проверить, что 

lim
ℎ→0

𝐼1 = 2 � 𝑚�2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚−1𝑑µ = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�.
Е(𝐹,α)

 

Нетрудно видеть, что 𝐼2 является бесконечно малой при ℎ → 0, поскольку выражение 
под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2ℎ, и в силу непрерывности меры 𝜇  
имеет место  

0 ≤ 𝐼2 ≤ (2ℎ)𝑚𝜇 �Е(𝐹,α + h) − 𝜇�Е(𝐹,α)�� → 0. 
Таким образом,  

𝑑𝑔𝑚
𝑑𝛼 = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�. 

Лемма 2 доказана. 
Следствие 1. При m=1  

𝑑𝑔1
𝑑𝛼 = 2𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равенство 
𝑑𝑚𝑔𝑚
𝑑𝛼𝑚 = (2)𝑚𝑚! 𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Лемма 3. Пусть {𝛼𝑖} – убывающая последовательность, предел которой при 𝑖 → ∞ 
равен 𝛼0 ≥ 𝛼� = 𝑚𝑖𝑛

𝐸
𝐹(𝑥). Тогда имеет место равенство 

lim
𝑖→∞

𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0). 
Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0)|

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼𝑖| − 𝐹(𝑥) + 𝛼𝑖]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼0| − 𝐹(𝑥) + 𝛼0]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� → 0. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утверждение 7). 
Лемма 3 доказана. 

 
Основной результат 

 
Теорема 1. Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная 

целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 𝛼� задачи (1) 
достигается в точке 𝑥̅ (где 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0} тогда и только тогда, 
когда 

  𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = 0.       (3) 
Доказательство необходимости. Предположим – 𝑥̅ точка глобального минимума, где 

имеет место 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0}, поэтому 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼�, для любого 𝑥 ∈ 𝐸. 
Следовательно, 

𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = �[|𝐹(𝑥) − 𝛼�| − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ =
𝐸

�[(𝐹(𝑥) − 𝛼�) − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ = 0.
𝐸

 

Необходимость доказана. 

 – убывающая последовательность, предел которой при  

= � �2ℎ ��𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−1 + �𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 − 𝐹(𝑥)� + …
Е(𝐹,α)

+ �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)� + �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−1�� 𝑑µ + 

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

= 𝐼1ℎ + 𝐼2. 

Легко проверить, что 

lim
ℎ→0

𝐼1 = 2 � 𝑚�2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚−1𝑑µ = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�.
Е(𝐹,α)

 

Нетрудно видеть, что 𝐼2 является бесконечно малой при ℎ → 0, поскольку выражение 
под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2ℎ, и в силу непрерывности меры 𝜇  
имеет место  

0 ≤ 𝐼2 ≤ (2ℎ)𝑚𝜇 �Е(𝐹,α + h) − 𝜇�Е(𝐹,α)�� → 0. 
Таким образом,  

𝑑𝑔𝑚
𝑑𝛼 = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�. 

Лемма 2 доказана. 
Следствие 1. При m=1  

𝑑𝑔1
𝑑𝛼 = 2𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равенство 
𝑑𝑚𝑔𝑚
𝑑𝛼𝑚 = (2)𝑚𝑚! 𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Лемма 3. Пусть {𝛼𝑖} – убывающая последовательность, предел которой при 𝑖 → ∞ 
равен 𝛼0 ≥ 𝛼� = 𝑚𝑖𝑛

𝐸
𝐹(𝑥). Тогда имеет место равенство 

lim
𝑖→∞

𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0). 
Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0)|

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼𝑖| − 𝐹(𝑥) + 𝛼𝑖]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼0| − 𝐹(𝑥) + 𝛼0]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� → 0. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утверждение 7). 
Лемма 3 доказана. 

 
Основной результат 

 
Теорема 1. Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная 

целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 𝛼� задачи (1) 
достигается в точке 𝑥̅ (где 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0} тогда и только тогда, 
когда 

  𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = 0.       (3) 
Доказательство необходимости. Предположим – 𝑥̅ точка глобального минимума, где 

имеет место 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0}, поэтому 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼�, для любого 𝑥 ∈ 𝐸. 
Следовательно, 

𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = �[|𝐹(𝑥) − 𝛼�| − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ =
𝐸

�[(𝐹(𝑥) − 𝛼�) − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ = 0.
𝐸

 

Необходимость доказана. 

 равен 

= � �2ℎ ��𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−1 + �𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 − 𝐹(𝑥)� + …
Е(𝐹,α)

+ �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)� + �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−1�� 𝑑µ + 

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

= 𝐼1ℎ + 𝐼2. 

Легко проверить, что 

lim
ℎ→0

𝐼1 = 2 � 𝑚�2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚−1𝑑µ = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�.
Е(𝐹,α)

 

Нетрудно видеть, что 𝐼2 является бесконечно малой при ℎ → 0, поскольку выражение 
под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2ℎ, и в силу непрерывности меры 𝜇  
имеет место  

0 ≤ 𝐼2 ≤ (2ℎ)𝑚𝜇 �Е(𝐹,α + h) − 𝜇�Е(𝐹,α)�� → 0. 
Таким образом,  

𝑑𝑔𝑚
𝑑𝛼 = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�. 

Лемма 2 доказана. 
Следствие 1. При m=1  

𝑑𝑔1
𝑑𝛼 = 2𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равенство 
𝑑𝑚𝑔𝑚
𝑑𝛼𝑚 = (2)𝑚𝑚! 𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Лемма 3. Пусть {𝛼𝑖} – убывающая последовательность, предел которой при 𝑖 → ∞ 
равен 𝛼0 ≥ 𝛼� = 𝑚𝑖𝑛

𝐸
𝐹(𝑥). Тогда имеет место равенство 

lim
𝑖→∞

𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0). 
Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0)|

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼𝑖| − 𝐹(𝑥) + 𝛼𝑖]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼0| − 𝐹(𝑥) + 𝛼0]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� → 0. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утверждение 7). 
Лемма 3 доказана. 

 
Основной результат 

 
Теорема 1. Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная 

целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 𝛼� задачи (1) 
достигается в точке 𝑥̅ (где 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0} тогда и только тогда, 
когда 

  𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = 0.       (3) 
Доказательство необходимости. Предположим – 𝑥̅ точка глобального минимума, где 

имеет место 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0}, поэтому 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼�, для любого 𝑥 ∈ 𝐸. 
Следовательно, 

𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = �[|𝐹(𝑥) − 𝛼�| − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ =
𝐸

�[(𝐹(𝑥) − 𝛼�) − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ = 0.
𝐸

 

Необходимость доказана. 

 Тогда имеет место равенство

= � �2ℎ ��𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−1 + �𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 − 𝐹(𝑥)� + …
Е(𝐹,α)

+ �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)� + �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−1�� 𝑑µ + 

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

= 𝐼1ℎ + 𝐼2. 

Легко проверить, что 

lim
ℎ→0

𝐼1 = 2 � 𝑚�2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚−1𝑑µ = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�.
Е(𝐹,α)

 

Нетрудно видеть, что 𝐼2 является бесконечно малой при ℎ → 0, поскольку выражение 
под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2ℎ, и в силу непрерывности меры 𝜇  
имеет место  

0 ≤ 𝐼2 ≤ (2ℎ)𝑚𝜇 �Е(𝐹,α + h) − 𝜇�Е(𝐹,α)�� → 0. 
Таким образом,  

𝑑𝑔𝑚
𝑑𝛼 = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�. 

Лемма 2 доказана. 
Следствие 1. При m=1  

𝑑𝑔1
𝑑𝛼 = 2𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равенство 
𝑑𝑚𝑔𝑚
𝑑𝛼𝑚 = (2)𝑚𝑚! 𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Лемма 3. Пусть {𝛼𝑖} – убывающая последовательность, предел которой при 𝑖 → ∞ 
равен 𝛼0 ≥ 𝛼� = 𝑚𝑖𝑛

𝐸
𝐹(𝑥). Тогда имеет место равенство 

lim
𝑖→∞

𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0). 
Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0)|

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼𝑖| − 𝐹(𝑥) + 𝛼𝑖]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼0| − 𝐹(𝑥) + 𝛼0]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� → 0. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утверждение 7). 
Лемма 3 доказана. 

 
Основной результат 

 
Теорема 1. Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная 

целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 𝛼� задачи (1) 
достигается в точке 𝑥̅ (где 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0} тогда и только тогда, 
когда 

  𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = 0.       (3) 
Доказательство необходимости. Предположим – 𝑥̅ точка глобального минимума, где 

имеет место 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0}, поэтому 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼�, для любого 𝑥 ∈ 𝐸. 
Следовательно, 

𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = �[|𝐹(𝑥) − 𝛼�| − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ =
𝐸

�[(𝐹(𝑥) − 𝛼�) − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ = 0.
𝐸

 

Необходимость доказана. 

Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

= � �2ℎ ��𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−1 + �𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 − 𝐹(𝑥)� + …
Е(𝐹,α)

+ �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)� + �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−1�� 𝑑µ + 

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

= 𝐼1ℎ + 𝐼2. 

Легко проверить, что 

lim
ℎ→0

𝐼1 = 2 � 𝑚�2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚−1𝑑µ = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�.
Е(𝐹,α)

 

Нетрудно видеть, что 𝐼2 является бесконечно малой при ℎ → 0, поскольку выражение 
под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2ℎ, и в силу непрерывности меры 𝜇  
имеет место  

0 ≤ 𝐼2 ≤ (2ℎ)𝑚𝜇 �Е(𝐹,α + h) − 𝜇�Е(𝐹,α)�� → 0. 
Таким образом,  

𝑑𝑔𝑚
𝑑𝛼 = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�. 

Лемма 2 доказана. 
Следствие 1. При m=1  

𝑑𝑔1
𝑑𝛼 = 2𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равенство 
𝑑𝑚𝑔𝑚
𝑑𝛼𝑚 = (2)𝑚𝑚! 𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Лемма 3. Пусть {𝛼𝑖} – убывающая последовательность, предел которой при 𝑖 → ∞ 
равен 𝛼0 ≥ 𝛼� = 𝑚𝑖𝑛

𝐸
𝐹(𝑥). Тогда имеет место равенство 

lim
𝑖→∞

𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0). 
Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0)|

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼𝑖| − 𝐹(𝑥) + 𝛼𝑖]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼0| − 𝐹(𝑥) + 𝛼0]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� → 0. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утверждение 7). 
Лемма 3 доказана. 

 
Основной результат 

 
Теорема 1. Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная 

целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 𝛼� задачи (1) 
достигается в точке 𝑥̅ (где 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0} тогда и только тогда, 
когда 

  𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = 0.       (3) 
Доказательство необходимости. Предположим – 𝑥̅ точка глобального минимума, где 

имеет место 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0}, поэтому 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼�, для любого 𝑥 ∈ 𝐸. 
Следовательно, 

𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = �[|𝐹(𝑥) − 𝛼�| − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ =
𝐸

�[(𝐹(𝑥) − 𝛼�) − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ = 0.
𝐸

 

Необходимость доказана. 

= � �2ℎ ��𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−1 + �𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 − 𝐹(𝑥)� + …
Е(𝐹,α)

+ �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)� + �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−1�� 𝑑µ + 

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

= 𝐼1ℎ + 𝐼2. 

Легко проверить, что 

lim
ℎ→0

𝐼1 = 2 � 𝑚�2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚−1𝑑µ = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�.
Е(𝐹,α)

 

Нетрудно видеть, что 𝐼2 является бесконечно малой при ℎ → 0, поскольку выражение 
под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2ℎ, и в силу непрерывности меры 𝜇  
имеет место  

0 ≤ 𝐼2 ≤ (2ℎ)𝑚𝜇 �Е(𝐹,α + h) − 𝜇�Е(𝐹,α)�� → 0. 
Таким образом,  

𝑑𝑔𝑚
𝑑𝛼 = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�. 

Лемма 2 доказана. 
Следствие 1. При m=1  

𝑑𝑔1
𝑑𝛼 = 2𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равенство 
𝑑𝑚𝑔𝑚
𝑑𝛼𝑚 = (2)𝑚𝑚! 𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Лемма 3. Пусть {𝛼𝑖} – убывающая последовательность, предел которой при 𝑖 → ∞ 
равен 𝛼0 ≥ 𝛼� = 𝑚𝑖𝑛

𝐸
𝐹(𝑥). Тогда имеет место равенство 

lim
𝑖→∞

𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0). 
Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0)|

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼𝑖| − 𝐹(𝑥) + 𝛼𝑖]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼0| − 𝐹(𝑥) + 𝛼0]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� → 0. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утверждение 7). 
Лемма 3 доказана. 

 
Основной результат 

 
Теорема 1. Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная 

целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 𝛼� задачи (1) 
достигается в точке 𝑥̅ (где 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0} тогда и только тогда, 
когда 

  𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = 0.       (3) 
Доказательство необходимости. Предположим – 𝑥̅ точка глобального минимума, где 

имеет место 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0}, поэтому 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼�, для любого 𝑥 ∈ 𝐸. 
Следовательно, 

𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = �[|𝐹(𝑥) − 𝛼�| − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ =
𝐸

�[(𝐹(𝑥) − 𝛼�) − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ = 0.
𝐸

 

Необходимость доказана. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утвержде-
ние 7).

Кайракбаев А. К., Туткушева Ж. С. О свойствах одной вспомогательной функции ...
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Лемма 3 доказана.
Основной результат.
Теорема 1. Пусть  E – замкнутое множество пространства 

= � �2ℎ ��𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−1 + �𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 − 𝐹(𝑥)� + …
Е(𝐹,α)

+ �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)� + �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−1�� 𝑑µ + 

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

= 𝐼1ℎ + 𝐼2. 

Легко проверить, что 

lim
ℎ→0

𝐼1 = 2 � 𝑚�2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚−1𝑑µ = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�.
Е(𝐹,α)

 

Нетрудно видеть, что 𝐼2 является бесконечно малой при ℎ → 0, поскольку выражение 
под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2ℎ, и в силу непрерывности меры 𝜇  
имеет место  

0 ≤ 𝐼2 ≤ (2ℎ)𝑚𝜇 �Е(𝐹,α + h) − 𝜇�Е(𝐹,α)�� → 0. 
Таким образом,  

𝑑𝑔𝑚
𝑑𝛼 = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�. 

Лемма 2 доказана. 
Следствие 1. При m=1  

𝑑𝑔1
𝑑𝛼 = 2𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равенство 
𝑑𝑚𝑔𝑚
𝑑𝛼𝑚 = (2)𝑚𝑚! 𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Лемма 3. Пусть {𝛼𝑖} – убывающая последовательность, предел которой при 𝑖 → ∞ 
равен 𝛼0 ≥ 𝛼� = 𝑚𝑖𝑛

𝐸
𝐹(𝑥). Тогда имеет место равенство 

lim
𝑖→∞

𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0). 
Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0)|

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼𝑖| − 𝐹(𝑥) + 𝛼𝑖]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼0| − 𝐹(𝑥) + 𝛼0]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� → 0. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утверждение 7). 
Лемма 3 доказана. 

 
Основной результат 

 
Теорема 1. Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная 

целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 𝛼� задачи (1) 
достигается в точке 𝑥̅ (где 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0} тогда и только тогда, 
когда 

  𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = 0.       (3) 
Доказательство необходимости. Предположим – 𝑥̅ точка глобального минимума, где 

имеет место 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0}, поэтому 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼�, для любого 𝑥 ∈ 𝐸. 
Следовательно, 

𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = �[|𝐹(𝑥) − 𝛼�| − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ =
𝐸

�[(𝐹(𝑥) − 𝛼�) − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ = 0.
𝐸

 

Необходимость доказана. 

 и 

= � �2ℎ ��𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−1 + �𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 − 𝐹(𝑥)� + …
Е(𝐹,α)

+ �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)� + �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−1�� 𝑑µ + 

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

= 𝐼1ℎ + 𝐼2. 

Легко проверить, что 

lim
ℎ→0

𝐼1 = 2 � 𝑚�2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚−1𝑑µ = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�.
Е(𝐹,α)

 

Нетрудно видеть, что 𝐼2 является бесконечно малой при ℎ → 0, поскольку выражение 
под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2ℎ, и в силу непрерывности меры 𝜇  
имеет место  

0 ≤ 𝐼2 ≤ (2ℎ)𝑚𝜇 �Е(𝐹,α + h) − 𝜇�Е(𝐹,α)�� → 0. 
Таким образом,  

𝑑𝑔𝑚
𝑑𝛼 = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�. 

Лемма 2 доказана. 
Следствие 1. При m=1  

𝑑𝑔1
𝑑𝛼 = 2𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равенство 
𝑑𝑚𝑔𝑚
𝑑𝛼𝑚 = (2)𝑚𝑚! 𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Лемма 3. Пусть {𝛼𝑖} – убывающая последовательность, предел которой при 𝑖 → ∞ 
равен 𝛼0 ≥ 𝛼� = 𝑚𝑖𝑛

𝐸
𝐹(𝑥). Тогда имеет место равенство 

lim
𝑖→∞

𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0). 
Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0)|

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼𝑖| − 𝐹(𝑥) + 𝛼𝑖]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼0| − 𝐹(𝑥) + 𝛼0]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� → 0. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утверждение 7). 
Лемма 3 доказана. 

 
Основной результат 

 
Теорема 1. Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная 

целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 𝛼� задачи (1) 
достигается в точке 𝑥̅ (где 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0} тогда и только тогда, 
когда 

  𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = 0.       (3) 
Доказательство необходимости. Предположим – 𝑥̅ точка глобального минимума, где 

имеет место 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0}, поэтому 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼�, для любого 𝑥 ∈ 𝐸. 
Следовательно, 

𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = �[|𝐹(𝑥) − 𝛼�| − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ =
𝐸

�[(𝐹(𝑥) − 𝛼�) − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ = 0.
𝐸

 

Необходимость доказана. 

 – не-
прерывная целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 

= � �2ℎ ��𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−1 + �𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 − 𝐹(𝑥)� + …
Е(𝐹,α)

+ �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)� + �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−1�� 𝑑µ + 

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

= 𝐼1ℎ + 𝐼2. 

Легко проверить, что 

lim
ℎ→0

𝐼1 = 2 � 𝑚�2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚−1𝑑µ = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�.
Е(𝐹,α)

 

Нетрудно видеть, что 𝐼2 является бесконечно малой при ℎ → 0, поскольку выражение 
под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2ℎ, и в силу непрерывности меры 𝜇  
имеет место  

0 ≤ 𝐼2 ≤ (2ℎ)𝑚𝜇 �Е(𝐹,α + h) − 𝜇�Е(𝐹,α)�� → 0. 
Таким образом,  

𝑑𝑔𝑚
𝑑𝛼 = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�. 

Лемма 2 доказана. 
Следствие 1. При m=1  

𝑑𝑔1
𝑑𝛼 = 2𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равенство 
𝑑𝑚𝑔𝑚
𝑑𝛼𝑚 = (2)𝑚𝑚! 𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Лемма 3. Пусть {𝛼𝑖} – убывающая последовательность, предел которой при 𝑖 → ∞ 
равен 𝛼0 ≥ 𝛼� = 𝑚𝑖𝑛

𝐸
𝐹(𝑥). Тогда имеет место равенство 

lim
𝑖→∞

𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0). 
Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0)|

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼𝑖| − 𝐹(𝑥) + 𝛼𝑖]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼0| − 𝐹(𝑥) + 𝛼0]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� → 0. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утверждение 7). 
Лемма 3 доказана. 

 
Основной результат 

 
Теорема 1. Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная 

целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 𝛼� задачи (1) 
достигается в точке 𝑥̅ (где 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0} тогда и только тогда, 
когда 

  𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = 0.       (3) 
Доказательство необходимости. Предположим – 𝑥̅ точка глобального минимума, где 

имеет место 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0}, поэтому 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼�, для любого 𝑥 ∈ 𝐸. 
Следовательно, 

𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = �[|𝐹(𝑥) − 𝛼�| − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ =
𝐸

�[(𝐹(𝑥) − 𝛼�) − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ = 0.
𝐸

 

Необходимость доказана. 

 
задачи (1) достигается в точке 

= � �2ℎ ��𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−1 + �𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 − 𝐹(𝑥)� + …
Е(𝐹,α)

+ �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)� + �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−1�� 𝑑µ + 

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

= 𝐼1ℎ + 𝐼2. 

Легко проверить, что 

lim
ℎ→0

𝐼1 = 2 � 𝑚�2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚−1𝑑µ = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�.
Е(𝐹,α)

 

Нетрудно видеть, что 𝐼2 является бесконечно малой при ℎ → 0, поскольку выражение 
под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2ℎ, и в силу непрерывности меры 𝜇  
имеет место  

0 ≤ 𝐼2 ≤ (2ℎ)𝑚𝜇 �Е(𝐹,α + h) − 𝜇�Е(𝐹,α)�� → 0. 
Таким образом,  

𝑑𝑔𝑚
𝑑𝛼 = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�. 

Лемма 2 доказана. 
Следствие 1. При m=1  

𝑑𝑔1
𝑑𝛼 = 2𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равенство 
𝑑𝑚𝑔𝑚
𝑑𝛼𝑚 = (2)𝑚𝑚! 𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Лемма 3. Пусть {𝛼𝑖} – убывающая последовательность, предел которой при 𝑖 → ∞ 
равен 𝛼0 ≥ 𝛼� = 𝑚𝑖𝑛

𝐸
𝐹(𝑥). Тогда имеет место равенство 

lim
𝑖→∞

𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0). 
Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0)|

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼𝑖| − 𝐹(𝑥) + 𝛼𝑖]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼0| − 𝐹(𝑥) + 𝛼0]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� → 0. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утверждение 7). 
Лемма 3 доказана. 

 
Основной результат 

 
Теорема 1. Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная 

целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 𝛼� задачи (1) 
достигается в точке 𝑥̅ (где 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0} тогда и только тогда, 
когда 

  𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = 0.       (3) 
Доказательство необходимости. Предположим – 𝑥̅ точка глобального минимума, где 

имеет место 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0}, поэтому 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼�, для любого 𝑥 ∈ 𝐸. 
Следовательно, 

𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = �[|𝐹(𝑥) − 𝛼�| − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ =
𝐸

�[(𝐹(𝑥) − 𝛼�) − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ = 0.
𝐸

 

Необходимость доказана. 

  
тогда и только тогда, когда

  					   

= � �2ℎ ��𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−1 + �𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 − 𝐹(𝑥)� + …
Е(𝐹,α)

+ �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)� + �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−1�� 𝑑µ + 

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

= 𝐼1ℎ + 𝐼2. 

Легко проверить, что 

lim
ℎ→0

𝐼1 = 2 � 𝑚�2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚−1𝑑µ = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�.
Е(𝐹,α)

 

Нетрудно видеть, что 𝐼2 является бесконечно малой при ℎ → 0, поскольку выражение 
под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2ℎ, и в силу непрерывности меры 𝜇  
имеет место  

0 ≤ 𝐼2 ≤ (2ℎ)𝑚𝜇 �Е(𝐹,α + h) − 𝜇�Е(𝐹,α)�� → 0. 
Таким образом,  

𝑑𝑔𝑚
𝑑𝛼 = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�. 

Лемма 2 доказана. 
Следствие 1. При m=1  

𝑑𝑔1
𝑑𝛼 = 2𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равенство 
𝑑𝑚𝑔𝑚
𝑑𝛼𝑚 = (2)𝑚𝑚! 𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Лемма 3. Пусть {𝛼𝑖} – убывающая последовательность, предел которой при 𝑖 → ∞ 
равен 𝛼0 ≥ 𝛼� = 𝑚𝑖𝑛

𝐸
𝐹(𝑥). Тогда имеет место равенство 

lim
𝑖→∞

𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0). 
Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0)|

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼𝑖| − 𝐹(𝑥) + 𝛼𝑖]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼0| − 𝐹(𝑥) + 𝛼0]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� → 0. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утверждение 7). 
Лемма 3 доказана. 

 
Основной результат 

 
Теорема 1. Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная 

целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 𝛼� задачи (1) 
достигается в точке 𝑥̅ (где 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0} тогда и только тогда, 
когда 

  𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = 0.       (3) 
Доказательство необходимости. Предположим – 𝑥̅ точка глобального минимума, где 

имеет место 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0}, поэтому 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼�, для любого 𝑥 ∈ 𝐸. 
Следовательно, 

𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = �[|𝐹(𝑥) − 𝛼�| − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ =
𝐸

�[(𝐹(𝑥) − 𝛼�) − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ = 0.
𝐸

 

Необходимость доказана. 

	                                                 (3)

Доказательство необходимости. Предположим – 

= � �2ℎ ��𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−1 + �𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 − 𝐹(𝑥)� + …
Е(𝐹,α)

+ �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)� + �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−1�� 𝑑µ + 

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

= 𝐼1ℎ + 𝐼2. 

Легко проверить, что 

lim
ℎ→0

𝐼1 = 2 � 𝑚�2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚−1𝑑µ = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�.
Е(𝐹,α)

 

Нетрудно видеть, что 𝐼2 является бесконечно малой при ℎ → 0, поскольку выражение 
под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2ℎ, и в силу непрерывности меры 𝜇  
имеет место  

0 ≤ 𝐼2 ≤ (2ℎ)𝑚𝜇 �Е(𝐹,α + h) − 𝜇�Е(𝐹,α)�� → 0. 
Таким образом,  

𝑑𝑔𝑚
𝑑𝛼 = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�. 

Лемма 2 доказана. 
Следствие 1. При m=1  

𝑑𝑔1
𝑑𝛼 = 2𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равенство 
𝑑𝑚𝑔𝑚
𝑑𝛼𝑚 = (2)𝑚𝑚! 𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Лемма 3. Пусть {𝛼𝑖} – убывающая последовательность, предел которой при 𝑖 → ∞ 
равен 𝛼0 ≥ 𝛼� = 𝑚𝑖𝑛

𝐸
𝐹(𝑥). Тогда имеет место равенство 

lim
𝑖→∞

𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0). 
Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0)|

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼𝑖| − 𝐹(𝑥) + 𝛼𝑖]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼0| − 𝐹(𝑥) + 𝛼0]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� → 0. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утверждение 7). 
Лемма 3 доказана. 

 
Основной результат 

 
Теорема 1. Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная 

целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 𝛼� задачи (1) 
достигается в точке 𝑥̅ (где 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0} тогда и только тогда, 
когда 

  𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = 0.       (3) 
Доказательство необходимости. Предположим – 𝑥̅ точка глобального минимума, где 

имеет место 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0}, поэтому 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼�, для любого 𝑥 ∈ 𝐸. 
Следовательно, 

𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = �[|𝐹(𝑥) − 𝛼�| − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ =
𝐸

�[(𝐹(𝑥) − 𝛼�) − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ = 0.
𝐸

 

Необходимость доказана. 

 точка глобального минимума, 
где имеет место 

= � �2ℎ ��𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−1 + �𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 − 𝐹(𝑥)� + …
Е(𝐹,α)

+ �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)� + �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−1�� 𝑑µ + 

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

= 𝐼1ℎ + 𝐼2. 

Легко проверить, что 

lim
ℎ→0

𝐼1 = 2 � 𝑚�2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚−1𝑑µ = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�.
Е(𝐹,α)

 

Нетрудно видеть, что 𝐼2 является бесконечно малой при ℎ → 0, поскольку выражение 
под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2ℎ, и в силу непрерывности меры 𝜇  
имеет место  

0 ≤ 𝐼2 ≤ (2ℎ)𝑚𝜇 �Е(𝐹,α + h) − 𝜇�Е(𝐹,α)�� → 0. 
Таким образом,  

𝑑𝑔𝑚
𝑑𝛼 = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�. 

Лемма 2 доказана. 
Следствие 1. При m=1  

𝑑𝑔1
𝑑𝛼 = 2𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равенство 
𝑑𝑚𝑔𝑚
𝑑𝛼𝑚 = (2)𝑚𝑚! 𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Лемма 3. Пусть {𝛼𝑖} – убывающая последовательность, предел которой при 𝑖 → ∞ 
равен 𝛼0 ≥ 𝛼� = 𝑚𝑖𝑛

𝐸
𝐹(𝑥). Тогда имеет место равенство 

lim
𝑖→∞

𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0). 
Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0)|

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼𝑖| − 𝐹(𝑥) + 𝛼𝑖]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼0| − 𝐹(𝑥) + 𝛼0]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� → 0. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утверждение 7). 
Лемма 3 доказана. 

 
Основной результат 

 
Теорема 1. Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная 

целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 𝛼� задачи (1) 
достигается в точке 𝑥̅ (где 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0} тогда и только тогда, 
когда 

  𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = 0.       (3) 
Доказательство необходимости. Предположим – 𝑥̅ точка глобального минимума, где 

имеет место 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0}, поэтому 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼�, для любого 𝑥 ∈ 𝐸. 
Следовательно, 

𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = �[|𝐹(𝑥) − 𝛼�| − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ =
𝐸

�[(𝐹(𝑥) − 𝛼�) − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ = 0.
𝐸

 

Необходимость доказана. 

 , поэтому 

= � �2ℎ ��𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−1 + �𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 − 𝐹(𝑥)� + …
Е(𝐹,α)

+ �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)� + �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−1�� 𝑑µ + 

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

= 𝐼1ℎ + 𝐼2. 

Легко проверить, что 

lim
ℎ→0

𝐼1 = 2 � 𝑚�2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚−1𝑑µ = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�.
Е(𝐹,α)

 

Нетрудно видеть, что 𝐼2 является бесконечно малой при ℎ → 0, поскольку выражение 
под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2ℎ, и в силу непрерывности меры 𝜇  
имеет место  

0 ≤ 𝐼2 ≤ (2ℎ)𝑚𝜇 �Е(𝐹,α + h) − 𝜇�Е(𝐹,α)�� → 0. 
Таким образом,  

𝑑𝑔𝑚
𝑑𝛼 = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�. 

Лемма 2 доказана. 
Следствие 1. При m=1  

𝑑𝑔1
𝑑𝛼 = 2𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равенство 
𝑑𝑚𝑔𝑚
𝑑𝛼𝑚 = (2)𝑚𝑚! 𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Лемма 3. Пусть {𝛼𝑖} – убывающая последовательность, предел которой при 𝑖 → ∞ 
равен 𝛼0 ≥ 𝛼� = 𝑚𝑖𝑛

𝐸
𝐹(𝑥). Тогда имеет место равенство 

lim
𝑖→∞

𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0). 
Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0)|

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼𝑖| − 𝐹(𝑥) + 𝛼𝑖]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼0| − 𝐹(𝑥) + 𝛼0]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� → 0. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утверждение 7). 
Лемма 3 доказана. 

 
Основной результат 

 
Теорема 1. Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная 

целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 𝛼� задачи (1) 
достигается в точке 𝑥̅ (где 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0} тогда и только тогда, 
когда 

  𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = 0.       (3) 
Доказательство необходимости. Предположим – 𝑥̅ точка глобального минимума, где 

имеет место 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0}, поэтому 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼�, для любого 𝑥 ∈ 𝐸. 
Следовательно, 

𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = �[|𝐹(𝑥) − 𝛼�| − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ =
𝐸

�[(𝐹(𝑥) − 𝛼�) − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ = 0.
𝐸

 

Необходимость доказана. 

 для 
любого 

= � �2ℎ ��𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−1 + �𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 − 𝐹(𝑥)� + …
Е(𝐹,α)

+ �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)� + �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−1�� 𝑑µ + 

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

= 𝐼1ℎ + 𝐼2. 

Легко проверить, что 

lim
ℎ→0

𝐼1 = 2 � 𝑚�2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚−1𝑑µ = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�.
Е(𝐹,α)

 

Нетрудно видеть, что 𝐼2 является бесконечно малой при ℎ → 0, поскольку выражение 
под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2ℎ, и в силу непрерывности меры 𝜇  
имеет место  

0 ≤ 𝐼2 ≤ (2ℎ)𝑚𝜇 �Е(𝐹,α + h) − 𝜇�Е(𝐹,α)�� → 0. 
Таким образом,  

𝑑𝑔𝑚
𝑑𝛼 = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�. 

Лемма 2 доказана. 
Следствие 1. При m=1  

𝑑𝑔1
𝑑𝛼 = 2𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равенство 
𝑑𝑚𝑔𝑚
𝑑𝛼𝑚 = (2)𝑚𝑚! 𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Лемма 3. Пусть {𝛼𝑖} – убывающая последовательность, предел которой при 𝑖 → ∞ 
равен 𝛼0 ≥ 𝛼� = 𝑚𝑖𝑛

𝐸
𝐹(𝑥). Тогда имеет место равенство 

lim
𝑖→∞

𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0). 
Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0)|

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼𝑖| − 𝐹(𝑥) + 𝛼𝑖]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼0| − 𝐹(𝑥) + 𝛼0]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� → 0. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утверждение 7). 
Лемма 3 доказана. 

 
Основной результат 

 
Теорема 1. Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная 

целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 𝛼� задачи (1) 
достигается в точке 𝑥̅ (где 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0} тогда и только тогда, 
когда 

  𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = 0.       (3) 
Доказательство необходимости. Предположим – 𝑥̅ точка глобального минимума, где 

имеет место 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0}, поэтому 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼�, для любого 𝑥 ∈ 𝐸. 
Следовательно, 

𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = �[|𝐹(𝑥) − 𝛼�| − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ =
𝐸

�[(𝐹(𝑥) − 𝛼�) − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ = 0.
𝐸

 

Необходимость доказана. 

 Следовательно,

= � �2ℎ ��𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−1 + �𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 − 𝐹(𝑥)� + …
Е(𝐹,α)

+ �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)� + �𝛼 − 𝐹(𝑥)�𝑚−1�� 𝑑µ + 

+ � �2�𝛼 + ℎ − 𝐹(𝑥)��𝑚𝑑µ
Е(𝐹,α+h)\Е(𝐹,α)

= 𝐼1ℎ + 𝐼2. 

Легко проверить, что 

lim
ℎ→0

𝐼1 = 2 � 𝑚�2�𝛼 − 𝐹(𝑥)��𝑚−1𝑑µ = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�.
Е(𝐹,α)

 

Нетрудно видеть, что 𝐼2 является бесконечно малой при ℎ → 0, поскольку выражение 
под интегралом в квадратных скобках не превосходит 2ℎ, и в силу непрерывности меры 𝜇  
имеет место  

0 ≤ 𝐼2 ≤ (2ℎ)𝑚𝜇 �Е(𝐹,α + h) − 𝜇�Е(𝐹,α)�� → 0. 
Таким образом,  

𝑑𝑔𝑚
𝑑𝛼 = 2𝑚𝑔𝑚−1�(𝐹,𝛼)�. 

Лемма 2 доказана. 
Следствие 1. При m=1  

𝑑𝑔1
𝑑𝛼 = 2𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Следствие 2. Для любого заданного натурального числа m справедливо равенство 
𝑑𝑚𝑔𝑚
𝑑𝛼𝑚 = (2)𝑚𝑚! 𝜇(𝐸(𝐹,𝛼)). 

Лемма 3. Пусть {𝛼𝑖} – убывающая последовательность, предел которой при 𝑖 → ∞ 
равен 𝛼0 ≥ 𝛼� = 𝑚𝑖𝑛

𝐸
𝐹(𝑥). Тогда имеет место равенство 

lim
𝑖→∞

𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) = 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0). 
Доказательство. Рассмотрим абсолютное значение разности 

|𝑔𝑚(𝐹,𝛼𝑖) − 𝑔𝑚(𝐹,𝛼0)|

= ��[|𝐹(𝑥) − 𝛼𝑖| − 𝐹(𝑥) + 𝛼𝑖]𝑚𝑑µ − �[|𝐹(𝑥) − 𝛼0| − 𝐹(𝑥) + 𝛼0]𝑚𝑑µ
𝐸𝐸

� → 0. 

Стремление к нулю следует из равномерной непрерывности (лемма 1 утверждение 7). 
Лемма 3 доказана. 

 
Основной результат 

 
Теорема 1. Пусть Е – замкнутое множество пространства ℝ𝒏 и 𝐹: E → ℝ – непрерывная 

целевая функция с вещественными значениями. Глобальный минимум 𝛼� задачи (1) 
достигается в точке 𝑥̅ (где 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0} тогда и только тогда, 
когда 

  𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = 0.       (3) 
Доказательство необходимости. Предположим – 𝑥̅ точка глобального минимума, где 

имеет место 𝛼�=F(𝑥̅) и 𝛼� = 𝑠𝑢𝑝{𝛼 ∈ ℝ| 𝑔𝑚(𝐹,𝛼) = 0}, поэтому 𝐹(𝑥) ≥ 𝛼�, для любого 𝑥 ∈ 𝐸. 
Следовательно, 

𝑔𝑚(𝐹,𝛼�) = �[|𝐹(𝑥) − 𝛼�| − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ =
𝐸

�[(𝐹(𝑥) − 𝛼�) − 𝐹(𝑥) + 𝛼�]𝑚𝑑µ = 0.
𝐸

 

Необходимость доказана. 
Необходимость доказана.
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вспомогательная функция для всякой целевой функции является неотрицательной, 
положительно однородной, равномерно непрерывной и дифференцируемой. Вычислены 
производные высших порядков. Установлен и доказан критерий оптимальности.  
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