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В статье вводится подкласс Cd(l, a,g) почти выпуклых функций f(z), обобщающий классы 
функций, выпуклых в определенном направлении, а также класс функций с ограниченным враще-
нием. Установлены геометрические свойства функций этого класса, уточняющие свойства всего 
класса почти выпуклых функций, а также получены точные теоремы искажения и радиусы выпу-
клости. С помощью соотношения F(z) = z f ´(z), где f(z)∈Cd(l, a,g), вводится класс Td(l, a,g) функ-
ций F(z), обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций. Получен-
ные для класса Cd(l, a,g) результаты переносятся на класс Td(l, a,g). В частных случаях классов 
Cd(l, a,g) и Td(l, a,g) для функций, выпуклых в определенном направлении, функций с ограниченным 
вращением, типично-вещественных и почти звездообразных функций получаются ранее извест-
ные, в том числе и классические результаты.
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Мақалада белгілі бір бағытта дөңес функциялар кластарын және шектеулі айналмалы функ-
циялар класын қорытындылайтын f(z) дөңес функциялардың Cd(l, a, g) кіші класы енгізіледі. 
Осы класс функцияларының геометриялық қасиеттері орнатылып, дөңес функциялардың бүкіл 
класының қасиеттерін нақтылайды, сонымен қатар бұрмаланудың нақты теоремаларымен дөңес 
радиустары алынады. F(z) = z f ´(z) қатынасын қолдана отырып, мұндағы f(z)∈Cd(l, a, g), F(z) 
функцияларының Td(l, a, g)  класы енгізіліп, жұлдыз тәрізді және типтік-нақты функциялардың 
кластарын жалпылайды. Cd(l, a, g) класы үшін алынған нәтижелер Td(l, a,g)  класына ауыстыры-
лады. Cd(l, a,g) және Td(l, a,g)  кластарының ерекше жағдайларында белгілі бір бағытта дөңес 
функциялар, шектеулі айналу функциялары, типтік-нақты және жұлдызтәрізді функциялар үшін 
бұрын белгілі, соның ішінде классикалық нәтижелер алынады.

Түйін сөздер: аналитикалық функцияларды бағалау, дөңес радиустар, дөңес функциялар, 
типтік-нақты функциялар.

F. F. MAIYER1*, A. T. BAIMANKULOV1, T. A. ZHUASPAEV2

1Kostanay Regional University named after A.Baitursynuly, Kostanay, Kazakhstan;
2Kostanay Engineering and Economics University named after M. Dulatov, 

Kostanay, Kazakhstan.
*E-mail: maiyer@mail.ru

ON A GENERALIZATION OF CLASSES OF CONVEX IN 
THE DIRECTION AND TYPICALLY REAL FUNCTIONS

Maiyer Fedor – Candidate of Physical and Mathematical Sciences, Kostanay Regional 
University named after A.Baitursynuly, Kostanay, Kazakhstan;

E-mail: maiyer@mail.ru; ORCID iD: https://orcid.org/0000-0002-2278-2723
Baimankulov Abdykarim – Doctor of Physical and Mathematical Sciences, Kostanay 

Regional University named after A.Baitursynuly, Kostanay, Kazakhstan;
E-mail: bat_56@mail.ru, ORCID iD: https://orcid.org/0000-0002-6435-9560

Майер Ф. Ф. и др. Об обобщении классов выпуклых в направлении ...



Вестник Национальной инженерной академии Республики Казахстан. 2024. № 3 (93)134

Zhuaspayev Talgat – Candidate of Physical and Mathematical Sciences, Kostanay 
University of Engineering and Economics named after M.Dulatov, Kostanay, Kazakhstan.

E-mail: g_talgat_a@mail.ru, ORCID iD: https://orcid.org/0009-0000-2240-9729

The article introduces a subclass Cd(l, a, g) of close-to-convex functions f(z), generalizing classes 
of functions convex in a certain direction and a class of functions with bounded turning. The geometric 
properties of functions of this class are established, clarifying the properties of the entire class of close-
to-convex functions, and exact distortion theorems and convexity radii are obtained. Using the ratio  
F(z) = z f ´(z), where f(z)∈Cd(l, a, g), the class Td(l, a, g) of functions F(z) is introduced, generalizing 
classes of close-to-starlike and typically real functions. The results obtained for the class Cd(l, a, g) are 
transferred to the class Td(l, a, g).

In special cases of classes Cd(l, a, g) and Td(l, a, g) for functions convex in a certain direction, 
functions with limited rotation, typically real and close-to-starlike functions, previously known, including 
classical, results are obtained.

Keywords: estimates of holomorphic functions, radii of convexity, close-to-convex functions, typically 
real functions.

1. Введение, постановка задачи. Пусть 

Аннотация. Мақалада белгілі бір бағытта дөңес функциялар кластарын жəне шектеулі 
айналмалы функциялар класын қорытындылайтын 𝑓(𝑧)   дөңес функциялардың 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) кіші класы 
енгізіледі. Осы класс функцияларының геометриялық қасиеттері орнатылып, дөңес функциялардың 
бүкіл класының қасиеттерін нақтылайды, сонымен қатар бұрмаланудың нақты теоремаларымен 
дөңес радиустары алынады. 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) қатынасын қолдана отырып, мұндағы 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), 
𝐹(𝑧) функцияларының 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) класы енгізіліп, жұлдыз тəрізді жəне типтік-нақты 
функциялардың кластарын жалпылайды. 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) класы үшін алынған 
нəтижелер 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) класына ауыстырылады. 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) жəне 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) кластарының ерекше 
жағдайларында белгілі бір бағытта дөңес функциялар, шектеулі айналу функциялары, типтік-
нақты жəне жұлдызтəрізді функциялар үшін бұрын белгілі, соның ішінде классикалық нəтижелер 
алынады. 
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1. Введение, постановка задачи. Пусть ℋ– класс голоморфных в круге 𝐸 = {𝑧: |𝑧| <

1} функций𝑓(𝑧), нормированных условием 𝑓(0) = 𝑓′(0) − 1 = 0. Через 𝑆,𝑆0 и 𝐾 будем 
обозначать соответственно классы однолистных, выпуклых и почти выпуклых в круге E 
функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ. Класс 𝐾введен Одзаки и Капланом (см. [1], §4)  с помощью условия 

𝑅𝑒 �𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≥ 0,   𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, 𝑧ϵ𝐸.                                                (1) 

С каждой функцией𝑔(𝑧) связан подкласс 𝐾𝑔 ⊂ 𝐾, функции которого в определенной степени 
наследуют свойства функции 𝑔(𝑧). При этом𝐾 = ⋃ 𝐾𝑔𝑔(𝑧)∈𝑆0 .  

 – класс голоморфных в круге E = {z : |z| < 
< 1} функций f(x), нормированных условием f(0) = f ´(0) – 1 = 0. Через S, S0 и K бу-
дем обозначать соответственно классы однолистных, выпуклых и почти выпуклых в 
круге E функций f(z)∈
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1. Введение, постановка задачи. Пусть ℋ– класс голоморфных в круге 𝐸 = {𝑧: |𝑧| <

1} функций𝑓(𝑧), нормированных условием 𝑓(0) = 𝑓′(0) − 1 = 0. Через 𝑆,𝑆0 и 𝐾 будем 
обозначать соответственно классы однолистных, выпуклых и почти выпуклых в круге E 
функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ. Класс 𝐾введен Одзаки и Капланом (см. [1], §4)  с помощью условия 

𝑅𝑒 �𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≥ 0,   𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, 𝑧ϵ𝐸.                                                (1) 

С каждой функцией𝑔(𝑧) связан подкласс 𝐾𝑔 ⊂ 𝐾, функции которого в определенной степени 
наследуют свойства функции 𝑔(𝑧). При этом𝐾 = ⋃ 𝐾𝑔𝑔(𝑧)∈𝑆0 .  

. При этом 
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1. Введение, постановка задачи. Пусть ℋ– класс голоморфных в круге 𝐸 = {𝑧: |𝑧| <

1} функций𝑓(𝑧), нормированных условием 𝑓(0) = 𝑓′(0) − 1 = 0. Через 𝑆,𝑆0 и 𝐾 будем 
обозначать соответственно классы однолистных, выпуклых и почти выпуклых в круге E 
функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ. Класс 𝐾введен Одзаки и Капланом (см. [1], §4)  с помощью условия 

𝑅𝑒 �𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≥ 0,   𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, 𝑧ϵ𝐸.                                                (1) 

С каждой функцией𝑔(𝑧) связан подкласс 𝐾𝑔 ⊂ 𝐾, функции которого в определенной степени 
наследуют свойства функции 𝑔(𝑧). При этом𝐾 = ⋃ 𝐾𝑔𝑔(𝑧)∈𝑆0 .  

В статьях [2-3] исследовались классы функций В статьях [2-3] исследовались классы функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ, определяемые условиями 
𝐶1:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (2) 
𝐶2:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (3) 

С классами 𝐶1,𝐶2 тесно связаны классы 𝐶�1 = �𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧2)𝑓�′(𝑧)] > 0� и 𝐶�2 =
�𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧)2𝑓�′(𝑧)] > 0�, к которым легко перейти с помощью преобразований 
𝑓�(𝑧) = (1/𝑖)𝑓(𝑖𝑧) и 𝑓�(𝑧) = −𝑓(−𝑧). Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 являются почти 
выпуклыми, так как удовлетворяют  условию (1), соответственно, с выпуклой функцией 

𝑔1(𝑧) = 1
2 ln 1 + 𝑧

1 − 𝑧 ,   𝑔2(𝑧) =  𝑧
1 − 𝑧 ,𝑔�1(𝑧) = 1

2𝑖 ln 1 + 𝑖𝑧
1 − 𝑖𝑧 ,   𝑔�2(𝑧) =  𝑧

1 + 𝑧.  
Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 обладают наглядными геометрическими свойствами. 

Например, область 𝑓(𝐸)для𝑓(𝑧)из 𝐶1является выпуклой в направлении мнимой оси [2], а 
для𝑓(𝑧) из 𝐶2– выпуклой в положительном направлении действительной оси [3].  

В [4-5] введен подкласс 𝐾(𝛾) ⊂ 𝐾 функций, однолистных и почти выпуклых, порядка 𝛾: 

�𝑎𝑟𝑔 𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   0 ≤ 𝛾 ≤ 1,   𝑧 ∈ 𝐸,                                  (4) 

где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, как и в условии (1). Функции класса 𝐾(𝛾) характеризуются тем, что для 
каждой граничной точки области𝑓(𝐸)можно построить угол раствора(1 − 𝛾)𝜋с вершиной в 
этой точке и биссектрисой, уходящей в ∞, целиком принадлежащий внешности 𝑓(𝐸). 

Подклассами класса 𝐾(𝛾), аналогичными классам 𝐶1,𝐶2, являются классы 
𝐶1(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,                                      (2′) 
𝐶2(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ .                                      (3′) 

Как показано в [6-7], функции классов 𝐶1(𝛾), 𝐶2(𝛾) характеризуются достижимостью 
извне области 𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋, соответственно, в направлении мнимой оси и в 
положительном направлении действительной оси.  

Наряду с геометрическими характеристиками, в ряде статей были найдены оценки 
|𝑓(𝑧)|,|𝑓′(𝑧)|. Например, для класса 𝐾(𝛾) – в [4], для класса 𝐶1– в [2], для 𝐶1(𝛾)– в [6]. 

По аналогии с условием (1) М.Рид [8] ввел класс 𝐶𝑆∗ почти звездообразных функций 
𝐹(𝑧) изℋ, удовлетворяющих условию 

𝑅𝑒 𝐹
(𝑧)

𝑔(𝑧) ≥ 0, где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆∗, 𝑧 ∈ 𝐸.                                        (5) 

Его подклассами являются классы 𝐶𝑆1∗,𝐶𝑆2∗[9-11] почти звездообразных функций 𝐹(𝑧)изℋ 
𝐶𝑆1∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧2)𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (6) 
𝐶𝑆2∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧)2𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (7) 

связанные с классами 𝐶1,𝐶2соотношением 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝑘 ⇔ 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝐶𝑆𝑘∗ , 𝑘 = 1,2. При 
условии, что функция 𝐹(𝑧) принимает вещественные значения в точках 𝑧 ∈ (−1,1), класс 
𝐶𝑆1∗ совпадает с классом 𝑇 типично вещественных в круге 𝐸 функций, введенным в [12]. 

В настоящей статье как обобщение классов 𝐶1(𝛾),𝐶2(𝛾) и класса функций с 
ограниченным вращением вводится класс 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), 𝜆,𝛼, 𝛾 ∈ [0; 1],𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋], функций 
𝑓(𝑧) ∈ ℋ, удовлетворяющих условию 

|𝑎𝑟𝑔  [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,   𝑧 ∈ 𝐸.                  (8) 
Также с помощью соотношения 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), где𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), вводится класс 

𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) = �𝐹(𝑧) ∈ ℋ: �arg�(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 𝐹
(𝑧)
𝑧 �� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿� ,   (9) 

обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций.  
В статье исследуются геометрические свойства функций класса 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), а также 

получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности классов 
𝐶�(𝜆,𝛼,𝛾)/𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), которые обобщают многие ранее известные результаты для функций, 

, определяемые условиями
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𝐶1:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (2) 
𝐶2:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (3) 

С классами 𝐶1,𝐶2 тесно связаны классы 𝐶�1 = �𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧2)𝑓�′(𝑧)] > 0� и 𝐶�2 =
�𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧)2𝑓�′(𝑧)] > 0�, к которым легко перейти с помощью преобразований 
𝑓�(𝑧) = (1/𝑖)𝑓(𝑖𝑧) и 𝑓�(𝑧) = −𝑓(−𝑧). Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 являются почти 
выпуклыми, так как удовлетворяют  условию (1), соответственно, с выпуклой функцией 

𝑔1(𝑧) = 1
2 ln 1 + 𝑧
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𝐶𝑆2∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧)2𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (7) 

связанные с классами 𝐶1,𝐶2соотношением 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝑘 ⇔ 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝐶𝑆𝑘∗ , 𝑘 = 1,2. При 
условии, что функция 𝐹(𝑧) принимает вещественные значения в точках 𝑧 ∈ (−1,1), класс 
𝐶𝑆1∗ совпадает с классом 𝑇 типично вещественных в круге 𝐸 функций, введенным в [12]. 

В настоящей статье как обобщение классов 𝐶1(𝛾),𝐶2(𝛾) и класса функций с 
ограниченным вращением вводится класс 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), 𝜆,𝛼, 𝛾 ∈ [0; 1],𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋], функций 
𝑓(𝑧) ∈ ℋ, удовлетворяющих условию 

|𝑎𝑟𝑔  [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,   𝑧 ∈ 𝐸.                  (8) 
Также с помощью соотношения 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), где𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), вводится класс 

𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) = �𝐹(𝑧) ∈ ℋ: �arg�(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 𝐹
(𝑧)
𝑧 �� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿� ,   (9) 

обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций.  
В статье исследуются геометрические свойства функций класса 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), а также 

получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности классов 
𝐶�(𝜆,𝛼,𝛾)/𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), которые обобщают многие ранее известные результаты для функций, 

                                              (2)
                                               (3)

С классами C1, C2 тесно связаны классы 

В статьях [2-3] исследовались классы функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ, определяемые условиями 
𝐶1:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (2) 
𝐶2:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (3) 

С классами 𝐶1,𝐶2 тесно связаны классы 𝐶�1 = �𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧2)𝑓�′(𝑧)] > 0� и 𝐶�2 =
�𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧)2𝑓�′(𝑧)] > 0�, к которым легко перейти с помощью преобразований 
𝑓�(𝑧) = (1/𝑖)𝑓(𝑖𝑧) и 𝑓�(𝑧) = −𝑓(−𝑧). Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 являются почти 
выпуклыми, так как удовлетворяют  условию (1), соответственно, с выпуклой функцией 

𝑔1(𝑧) = 1
2 ln 1 + 𝑧

1 − 𝑧 ,   𝑔2(𝑧) =  𝑧
1 − 𝑧 ,𝑔�1(𝑧) = 1

2𝑖 ln 1 + 𝑖𝑧
1 − 𝑖𝑧 ,   𝑔�2(𝑧) =  𝑧

1 + 𝑧.  
Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 обладают наглядными геометрическими свойствами. 

Например, область 𝑓(𝐸)для𝑓(𝑧)из 𝐶1является выпуклой в направлении мнимой оси [2], а 
для𝑓(𝑧) из 𝐶2– выпуклой в положительном направлении действительной оси [3].  

В [4-5] введен подкласс 𝐾(𝛾) ⊂ 𝐾 функций, однолистных и почти выпуклых, порядка 𝛾: 

�𝑎𝑟𝑔 𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   0 ≤ 𝛾 ≤ 1,   𝑧 ∈ 𝐸,                                  (4) 

где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, как и в условии (1). Функции класса 𝐾(𝛾) характеризуются тем, что для 
каждой граничной точки области𝑓(𝐸)можно построить угол раствора(1 − 𝛾)𝜋с вершиной в 
этой точке и биссектрисой, уходящей в ∞, целиком принадлежащий внешности 𝑓(𝐸). 

Подклассами класса 𝐾(𝛾), аналогичными классам 𝐶1,𝐶2, являются классы 
𝐶1(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,                                      (2′) 
𝐶2(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ .                                      (3′) 

Как показано в [6-7], функции классов 𝐶1(𝛾), 𝐶2(𝛾) характеризуются достижимостью 
извне области 𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋, соответственно, в направлении мнимой оси и в 
положительном направлении действительной оси.  

Наряду с геометрическими характеристиками, в ряде статей были найдены оценки 
|𝑓(𝑧)|,|𝑓′(𝑧)|. Например, для класса 𝐾(𝛾) – в [4], для класса 𝐶1– в [2], для 𝐶1(𝛾)– в [6]. 

По аналогии с условием (1) М.Рид [8] ввел класс 𝐶𝑆∗ почти звездообразных функций 
𝐹(𝑧) изℋ, удовлетворяющих условию 

𝑅𝑒 𝐹
(𝑧)

𝑔(𝑧) ≥ 0, где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆∗, 𝑧 ∈ 𝐸.                                        (5) 

Его подклассами являются классы 𝐶𝑆1∗,𝐶𝑆2∗[9-11] почти звездообразных функций 𝐹(𝑧)изℋ 
𝐶𝑆1∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧2)𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (6) 
𝐶𝑆2∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧)2𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (7) 

связанные с классами 𝐶1,𝐶2соотношением 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝑘 ⇔ 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝐶𝑆𝑘∗ , 𝑘 = 1,2. При 
условии, что функция 𝐹(𝑧) принимает вещественные значения в точках 𝑧 ∈ (−1,1), класс 
𝐶𝑆1∗ совпадает с классом 𝑇 типично вещественных в круге 𝐸 функций, введенным в [12]. 

В настоящей статье как обобщение классов 𝐶1(𝛾),𝐶2(𝛾) и класса функций с 
ограниченным вращением вводится класс 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), 𝜆,𝛼, 𝛾 ∈ [0; 1],𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋], функций 
𝑓(𝑧) ∈ ℋ, удовлетворяющих условию 

|𝑎𝑟𝑔  [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,   𝑧 ∈ 𝐸.                  (8) 
Также с помощью соотношения 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), где𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), вводится класс 

𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) = �𝐹(𝑧) ∈ ℋ: �arg�(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 𝐹
(𝑧)
𝑧 �� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿� ,   (9) 

обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций.  
В статье исследуются геометрические свойства функций класса 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), а также 

получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности классов 
𝐶�(𝜆,𝛼,𝛾)/𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), которые обобщают многие ранее известные результаты для функций, 

 
и 

В статьях [2-3] исследовались классы функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ, определяемые условиями 
𝐶1:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (2) 
𝐶2:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (3) 

С классами 𝐶1,𝐶2 тесно связаны классы 𝐶�1 = �𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧2)𝑓�′(𝑧)] > 0� и 𝐶�2 =
�𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧)2𝑓�′(𝑧)] > 0�, к которым легко перейти с помощью преобразований 
𝑓�(𝑧) = (1/𝑖)𝑓(𝑖𝑧) и 𝑓�(𝑧) = −𝑓(−𝑧). Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 являются почти 
выпуклыми, так как удовлетворяют  условию (1), соответственно, с выпуклой функцией 

𝑔1(𝑧) = 1
2 ln 1 + 𝑧

1 − 𝑧 ,   𝑔2(𝑧) =  𝑧
1 − 𝑧 ,𝑔�1(𝑧) = 1

2𝑖 ln 1 + 𝑖𝑧
1 − 𝑖𝑧 ,   𝑔�2(𝑧) =  𝑧

1 + 𝑧.  
Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 обладают наглядными геометрическими свойствами. 

Например, область 𝑓(𝐸)для𝑓(𝑧)из 𝐶1является выпуклой в направлении мнимой оси [2], а 
для𝑓(𝑧) из 𝐶2– выпуклой в положительном направлении действительной оси [3].  

В [4-5] введен подкласс 𝐾(𝛾) ⊂ 𝐾 функций, однолистных и почти выпуклых, порядка 𝛾: 

�𝑎𝑟𝑔 𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   0 ≤ 𝛾 ≤ 1,   𝑧 ∈ 𝐸,                                  (4) 

где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, как и в условии (1). Функции класса 𝐾(𝛾) характеризуются тем, что для 
каждой граничной точки области𝑓(𝐸)можно построить угол раствора(1 − 𝛾)𝜋с вершиной в 
этой точке и биссектрисой, уходящей в ∞, целиком принадлежащий внешности 𝑓(𝐸). 

Подклассами класса 𝐾(𝛾), аналогичными классам 𝐶1,𝐶2, являются классы 
𝐶1(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,                                      (2′) 
𝐶2(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ .                                      (3′) 

Как показано в [6-7], функции классов 𝐶1(𝛾), 𝐶2(𝛾) характеризуются достижимостью 
извне области 𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋, соответственно, в направлении мнимой оси и в 
положительном направлении действительной оси.  

Наряду с геометрическими характеристиками, в ряде статей были найдены оценки 
|𝑓(𝑧)|,|𝑓′(𝑧)|. Например, для класса 𝐾(𝛾) – в [4], для класса 𝐶1– в [2], для 𝐶1(𝛾)– в [6]. 

По аналогии с условием (1) М.Рид [8] ввел класс 𝐶𝑆∗ почти звездообразных функций 
𝐹(𝑧) изℋ, удовлетворяющих условию 

𝑅𝑒 𝐹
(𝑧)

𝑔(𝑧) ≥ 0, где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆∗, 𝑧 ∈ 𝐸.                                        (5) 

Его подклассами являются классы 𝐶𝑆1∗,𝐶𝑆2∗[9-11] почти звездообразных функций 𝐹(𝑧)изℋ 
𝐶𝑆1∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧2)𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (6) 
𝐶𝑆2∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧)2𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (7) 

связанные с классами 𝐶1,𝐶2соотношением 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝑘 ⇔ 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝐶𝑆𝑘∗ , 𝑘 = 1,2. При 
условии, что функция 𝐹(𝑧) принимает вещественные значения в точках 𝑧 ∈ (−1,1), класс 
𝐶𝑆1∗ совпадает с классом 𝑇 типично вещественных в круге 𝐸 функций, введенным в [12]. 

В настоящей статье как обобщение классов 𝐶1(𝛾),𝐶2(𝛾) и класса функций с 
ограниченным вращением вводится класс 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), 𝜆,𝛼, 𝛾 ∈ [0; 1],𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋], функций 
𝑓(𝑧) ∈ ℋ, удовлетворяющих условию 

|𝑎𝑟𝑔  [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,   𝑧 ∈ 𝐸.                  (8) 
Также с помощью соотношения 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), где𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), вводится класс 

𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) = �𝐹(𝑧) ∈ ℋ: �arg�(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 𝐹
(𝑧)
𝑧 �� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿� ,   (9) 

обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций.  
В статье исследуются геометрические свойства функций класса 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), а также 

получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности классов 
𝐶�(𝜆,𝛼,𝛾)/𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), которые обобщают многие ранее известные результаты для функций, 

В статьях [2-3] исследовались классы функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ, определяемые условиями 
𝐶1:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (2) 
𝐶2:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (3) 

С классами 𝐶1,𝐶2 тесно связаны классы 𝐶�1 = �𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧2)𝑓�′(𝑧)] > 0� и 𝐶�2 =
�𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧)2𝑓�′(𝑧)] > 0�, к которым легко перейти с помощью преобразований 
𝑓�(𝑧) = (1/𝑖)𝑓(𝑖𝑧) и 𝑓�(𝑧) = −𝑓(−𝑧). Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 являются почти 
выпуклыми, так как удовлетворяют  условию (1), соответственно, с выпуклой функцией 

𝑔1(𝑧) = 1
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Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 обладают наглядными геометрическими свойствами. 

Например, область 𝑓(𝐸)для𝑓(𝑧)из 𝐶1является выпуклой в направлении мнимой оси [2], а 
для𝑓(𝑧) из 𝐶2– выпуклой в положительном направлении действительной оси [3].  

В [4-5] введен подкласс 𝐾(𝛾) ⊂ 𝐾 функций, однолистных и почти выпуклых, порядка 𝛾: 

�𝑎𝑟𝑔 𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   0 ≤ 𝛾 ≤ 1,   𝑧 ∈ 𝐸,                                  (4) 

где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, как и в условии (1). Функции класса 𝐾(𝛾) характеризуются тем, что для 
каждой граничной точки области𝑓(𝐸)можно построить угол раствора(1 − 𝛾)𝜋с вершиной в 
этой точке и биссектрисой, уходящей в ∞, целиком принадлежащий внешности 𝑓(𝐸). 

Подклассами класса 𝐾(𝛾), аналогичными классам 𝐶1,𝐶2, являются классы 
𝐶1(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,                                      (2′) 
𝐶2(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ .                                      (3′) 

Как показано в [6-7], функции классов 𝐶1(𝛾), 𝐶2(𝛾) характеризуются достижимостью 
извне области 𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋, соответственно, в направлении мнимой оси и в 
положительном направлении действительной оси.  

Наряду с геометрическими характеристиками, в ряде статей были найдены оценки 
|𝑓(𝑧)|,|𝑓′(𝑧)|. Например, для класса 𝐾(𝛾) – в [4], для класса 𝐶1– в [2], для 𝐶1(𝛾)– в [6]. 

По аналогии с условием (1) М.Рид [8] ввел класс 𝐶𝑆∗ почти звездообразных функций 
𝐹(𝑧) изℋ, удовлетворяющих условию 

𝑅𝑒 𝐹
(𝑧)

𝑔(𝑧) ≥ 0, где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆∗, 𝑧 ∈ 𝐸.                                        (5) 

Его подклассами являются классы 𝐶𝑆1∗,𝐶𝑆2∗[9-11] почти звездообразных функций 𝐹(𝑧)изℋ 
𝐶𝑆1∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧2)𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (6) 
𝐶𝑆2∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧)2𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (7) 

связанные с классами 𝐶1,𝐶2соотношением 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝑘 ⇔ 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝐶𝑆𝑘∗ , 𝑘 = 1,2. При 
условии, что функция 𝐹(𝑧) принимает вещественные значения в точках 𝑧 ∈ (−1,1), класс 
𝐶𝑆1∗ совпадает с классом 𝑇 типично вещественных в круге 𝐸 функций, введенным в [12]. 

В настоящей статье как обобщение классов 𝐶1(𝛾),𝐶2(𝛾) и класса функций с 
ограниченным вращением вводится класс 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), 𝜆,𝛼, 𝛾 ∈ [0; 1],𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋], функций 
𝑓(𝑧) ∈ ℋ, удовлетворяющих условию 

|𝑎𝑟𝑔  [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,   𝑧 ∈ 𝐸.                  (8) 
Также с помощью соотношения 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), где𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), вводится класс 

𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) = �𝐹(𝑧) ∈ ℋ: �arg�(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 𝐹
(𝑧)
𝑧 �� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿� ,   (9) 

обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций.  
В статье исследуются геометрические свойства функций класса 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), а также 

получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности классов 
𝐶�(𝜆,𝛼,𝛾)/𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), которые обобщают многие ранее известные результаты для функций, 

 к которым легко перейти с помощью пре-
образований 

В статьях [2-3] исследовались классы функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ, определяемые условиями 
𝐶1:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (2) 
𝐶2:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (3) 

С классами 𝐶1,𝐶2 тесно связаны классы 𝐶�1 = �𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧2)𝑓�′(𝑧)] > 0� и 𝐶�2 =
�𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧)2𝑓�′(𝑧)] > 0�, к которым легко перейти с помощью преобразований 
𝑓�(𝑧) = (1/𝑖)𝑓(𝑖𝑧) и 𝑓�(𝑧) = −𝑓(−𝑧). Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 являются почти 
выпуклыми, так как удовлетворяют  условию (1), соответственно, с выпуклой функцией 

𝑔1(𝑧) = 1
2 ln 1 + 𝑧

1 − 𝑧 ,   𝑔2(𝑧) =  𝑧
1 − 𝑧 ,𝑔�1(𝑧) = 1

2𝑖 ln 1 + 𝑖𝑧
1 − 𝑖𝑧 ,   𝑔�2(𝑧) =  𝑧

1 + 𝑧.  
Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 обладают наглядными геометрическими свойствами. 

Например, область 𝑓(𝐸)для𝑓(𝑧)из 𝐶1является выпуклой в направлении мнимой оси [2], а 
для𝑓(𝑧) из 𝐶2– выпуклой в положительном направлении действительной оси [3].  

В [4-5] введен подкласс 𝐾(𝛾) ⊂ 𝐾 функций, однолистных и почти выпуклых, порядка 𝛾: 

�𝑎𝑟𝑔 𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   0 ≤ 𝛾 ≤ 1,   𝑧 ∈ 𝐸,                                  (4) 

где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, как и в условии (1). Функции класса 𝐾(𝛾) характеризуются тем, что для 
каждой граничной точки области𝑓(𝐸)можно построить угол раствора(1 − 𝛾)𝜋с вершиной в 
этой точке и биссектрисой, уходящей в ∞, целиком принадлежащий внешности 𝑓(𝐸). 

Подклассами класса 𝐾(𝛾), аналогичными классам 𝐶1,𝐶2, являются классы 
𝐶1(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,                                      (2′) 
𝐶2(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ .                                      (3′) 

Как показано в [6-7], функции классов 𝐶1(𝛾), 𝐶2(𝛾) характеризуются достижимостью 
извне области 𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋, соответственно, в направлении мнимой оси и в 
положительном направлении действительной оси.  

Наряду с геометрическими характеристиками, в ряде статей были найдены оценки 
|𝑓(𝑧)|,|𝑓′(𝑧)|. Например, для класса 𝐾(𝛾) – в [4], для класса 𝐶1– в [2], для 𝐶1(𝛾)– в [6]. 

По аналогии с условием (1) М.Рид [8] ввел класс 𝐶𝑆∗ почти звездообразных функций 
𝐹(𝑧) изℋ, удовлетворяющих условию 

𝑅𝑒 𝐹
(𝑧)

𝑔(𝑧) ≥ 0, где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆∗, 𝑧 ∈ 𝐸.                                        (5) 

Его подклассами являются классы 𝐶𝑆1∗,𝐶𝑆2∗[9-11] почти звездообразных функций 𝐹(𝑧)изℋ 
𝐶𝑆1∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧2)𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (6) 
𝐶𝑆2∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧)2𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (7) 

связанные с классами 𝐶1,𝐶2соотношением 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝑘 ⇔ 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝐶𝑆𝑘∗ , 𝑘 = 1,2. При 
условии, что функция 𝐹(𝑧) принимает вещественные значения в точках 𝑧 ∈ (−1,1), класс 
𝐶𝑆1∗ совпадает с классом 𝑇 типично вещественных в круге 𝐸 функций, введенным в [12]. 

В настоящей статье как обобщение классов 𝐶1(𝛾),𝐶2(𝛾) и класса функций с 
ограниченным вращением вводится класс 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), 𝜆,𝛼, 𝛾 ∈ [0; 1],𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋], функций 
𝑓(𝑧) ∈ ℋ, удовлетворяющих условию 

|𝑎𝑟𝑔  [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,   𝑧 ∈ 𝐸.                  (8) 
Также с помощью соотношения 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), где𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), вводится класс 

𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) = �𝐹(𝑧) ∈ ℋ: �arg�(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 𝐹
(𝑧)
𝑧 �� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿� ,   (9) 

обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций.  
В статье исследуются геометрические свойства функций класса 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), а также 

получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности классов 
𝐶�(𝜆,𝛼,𝛾)/𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), которые обобщают многие ранее известные результаты для функций, 

 и 

В статьях [2-3] исследовались классы функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ, определяемые условиями 
𝐶1:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (2) 
𝐶2:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (3) 

С классами 𝐶1,𝐶2 тесно связаны классы 𝐶�1 = �𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧2)𝑓�′(𝑧)] > 0� и 𝐶�2 =
�𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧)2𝑓�′(𝑧)] > 0�, к которым легко перейти с помощью преобразований 
𝑓�(𝑧) = (1/𝑖)𝑓(𝑖𝑧) и 𝑓�(𝑧) = −𝑓(−𝑧). Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 являются почти 
выпуклыми, так как удовлетворяют  условию (1), соответственно, с выпуклой функцией 

𝑔1(𝑧) = 1
2 ln 1 + 𝑧

1 − 𝑧 ,   𝑔2(𝑧) =  𝑧
1 − 𝑧 ,𝑔�1(𝑧) = 1

2𝑖 ln 1 + 𝑖𝑧
1 − 𝑖𝑧 ,   𝑔�2(𝑧) =  𝑧

1 + 𝑧.  
Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 обладают наглядными геометрическими свойствами. 

Например, область 𝑓(𝐸)для𝑓(𝑧)из 𝐶1является выпуклой в направлении мнимой оси [2], а 
для𝑓(𝑧) из 𝐶2– выпуклой в положительном направлении действительной оси [3].  

В [4-5] введен подкласс 𝐾(𝛾) ⊂ 𝐾 функций, однолистных и почти выпуклых, порядка 𝛾: 

�𝑎𝑟𝑔 𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   0 ≤ 𝛾 ≤ 1,   𝑧 ∈ 𝐸,                                  (4) 

где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, как и в условии (1). Функции класса 𝐾(𝛾) характеризуются тем, что для 
каждой граничной точки области𝑓(𝐸)можно построить угол раствора(1 − 𝛾)𝜋с вершиной в 
этой точке и биссектрисой, уходящей в ∞, целиком принадлежащий внешности 𝑓(𝐸). 

Подклассами класса 𝐾(𝛾), аналогичными классам 𝐶1,𝐶2, являются классы 
𝐶1(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,                                      (2′) 
𝐶2(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ .                                      (3′) 

Как показано в [6-7], функции классов 𝐶1(𝛾), 𝐶2(𝛾) характеризуются достижимостью 
извне области 𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋, соответственно, в направлении мнимой оси и в 
положительном направлении действительной оси.  

Наряду с геометрическими характеристиками, в ряде статей были найдены оценки 
|𝑓(𝑧)|,|𝑓′(𝑧)|. Например, для класса 𝐾(𝛾) – в [4], для класса 𝐶1– в [2], для 𝐶1(𝛾)– в [6]. 

По аналогии с условием (1) М.Рид [8] ввел класс 𝐶𝑆∗ почти звездообразных функций 
𝐹(𝑧) изℋ, удовлетворяющих условию 

𝑅𝑒 𝐹
(𝑧)

𝑔(𝑧) ≥ 0, где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆∗, 𝑧 ∈ 𝐸.                                        (5) 

Его подклассами являются классы 𝐶𝑆1∗,𝐶𝑆2∗[9-11] почти звездообразных функций 𝐹(𝑧)изℋ 
𝐶𝑆1∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧2)𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (6) 
𝐶𝑆2∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧)2𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (7) 

связанные с классами 𝐶1,𝐶2соотношением 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝑘 ⇔ 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝐶𝑆𝑘∗ , 𝑘 = 1,2. При 
условии, что функция 𝐹(𝑧) принимает вещественные значения в точках 𝑧 ∈ (−1,1), класс 
𝐶𝑆1∗ совпадает с классом 𝑇 типично вещественных в круге 𝐸 функций, введенным в [12]. 

В настоящей статье как обобщение классов 𝐶1(𝛾),𝐶2(𝛾) и класса функций с 
ограниченным вращением вводится класс 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), 𝜆,𝛼, 𝛾 ∈ [0; 1],𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋], функций 
𝑓(𝑧) ∈ ℋ, удовлетворяющих условию 

|𝑎𝑟𝑔  [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,   𝑧 ∈ 𝐸.                  (8) 
Также с помощью соотношения 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), где𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), вводится класс 

𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) = �𝐹(𝑧) ∈ ℋ: �arg�(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 𝐹
(𝑧)
𝑧 �� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿� ,   (9) 

обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций.  
В статье исследуются геометрические свойства функций класса 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), а также 

получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности классов 
𝐶�(𝜆,𝛼,𝛾)/𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), которые обобщают многие ранее известные результаты для функций, 

 Функции классов 

В статьях [2-3] исследовались классы функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ, определяемые условиями 
𝐶1:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (2) 
𝐶2:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (3) 

С классами 𝐶1,𝐶2 тесно связаны классы 𝐶�1 = �𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧2)𝑓�′(𝑧)] > 0� и 𝐶�2 =
�𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧)2𝑓�′(𝑧)] > 0�, к которым легко перейти с помощью преобразований 
𝑓�(𝑧) = (1/𝑖)𝑓(𝑖𝑧) и 𝑓�(𝑧) = −𝑓(−𝑧). Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 являются почти 
выпуклыми, так как удовлетворяют  условию (1), соответственно, с выпуклой функцией 

𝑔1(𝑧) = 1
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Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 обладают наглядными геометрическими свойствами. 

Например, область 𝑓(𝐸)для𝑓(𝑧)из 𝐶1является выпуклой в направлении мнимой оси [2], а 
для𝑓(𝑧) из 𝐶2– выпуклой в положительном направлении действительной оси [3].  

В [4-5] введен подкласс 𝐾(𝛾) ⊂ 𝐾 функций, однолистных и почти выпуклых, порядка 𝛾: 

�𝑎𝑟𝑔 𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   0 ≤ 𝛾 ≤ 1,   𝑧 ∈ 𝐸,                                  (4) 

где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, как и в условии (1). Функции класса 𝐾(𝛾) характеризуются тем, что для 
каждой граничной точки области𝑓(𝐸)можно построить угол раствора(1 − 𝛾)𝜋с вершиной в 
этой точке и биссектрисой, уходящей в ∞, целиком принадлежащий внешности 𝑓(𝐸). 

Подклассами класса 𝐾(𝛾), аналогичными классам 𝐶1,𝐶2, являются классы 
𝐶1(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,                                      (2′) 
𝐶2(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ .                                      (3′) 

Как показано в [6-7], функции классов 𝐶1(𝛾), 𝐶2(𝛾) характеризуются достижимостью 
извне области 𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋, соответственно, в направлении мнимой оси и в 
положительном направлении действительной оси.  

Наряду с геометрическими характеристиками, в ряде статей были найдены оценки 
|𝑓(𝑧)|,|𝑓′(𝑧)|. Например, для класса 𝐾(𝛾) – в [4], для класса 𝐶1– в [2], для 𝐶1(𝛾)– в [6]. 

По аналогии с условием (1) М.Рид [8] ввел класс 𝐶𝑆∗ почти звездообразных функций 
𝐹(𝑧) изℋ, удовлетворяющих условию 

𝑅𝑒 𝐹
(𝑧)

𝑔(𝑧) ≥ 0, где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆∗, 𝑧 ∈ 𝐸.                                        (5) 

Его подклассами являются классы 𝐶𝑆1∗,𝐶𝑆2∗[9-11] почти звездообразных функций 𝐹(𝑧)изℋ 
𝐶𝑆1∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧2)𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (6) 
𝐶𝑆2∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧)2𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (7) 

связанные с классами 𝐶1,𝐶2соотношением 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝑘 ⇔ 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝐶𝑆𝑘∗ , 𝑘 = 1,2. При 
условии, что функция 𝐹(𝑧) принимает вещественные значения в точках 𝑧 ∈ (−1,1), класс 
𝐶𝑆1∗ совпадает с классом 𝑇 типично вещественных в круге 𝐸 функций, введенным в [12]. 

В настоящей статье как обобщение классов 𝐶1(𝛾),𝐶2(𝛾) и класса функций с 
ограниченным вращением вводится класс 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), 𝜆,𝛼, 𝛾 ∈ [0; 1],𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋], функций 
𝑓(𝑧) ∈ ℋ, удовлетворяющих условию 

|𝑎𝑟𝑔  [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,   𝑧 ∈ 𝐸.                  (8) 
Также с помощью соотношения 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), где𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), вводится класс 
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обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций.  
В статье исследуются геометрические свойства функций класса 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), а также 
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𝐶�(𝜆,𝛼,𝛾)/𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), которые обобщают многие ранее известные результаты для функций, 

 яв-
ляются почти выпуклыми, так как удовлетворяют условию (1), соответственно, с вы-
пуклой функцией

В статьях [2-3] исследовались классы функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ, определяемые условиями 
𝐶1:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (2) 
𝐶2:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (3) 

С классами 𝐶1,𝐶2 тесно связаны классы 𝐶�1 = �𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧2)𝑓�′(𝑧)] > 0� и 𝐶�2 =
�𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧)2𝑓�′(𝑧)] > 0�, к которым легко перейти с помощью преобразований 
𝑓�(𝑧) = (1/𝑖)𝑓(𝑖𝑧) и 𝑓�(𝑧) = −𝑓(−𝑧). Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 являются почти 
выпуклыми, так как удовлетворяют  условию (1), соответственно, с выпуклой функцией 

𝑔1(𝑧) = 1
2 ln 1 + 𝑧

1 − 𝑧 ,   𝑔2(𝑧) =  𝑧
1 − 𝑧 ,𝑔�1(𝑧) = 1

2𝑖 ln 1 + 𝑖𝑧
1 − 𝑖𝑧 ,   𝑔�2(𝑧) =  𝑧

1 + 𝑧.  
Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 обладают наглядными геометрическими свойствами. 

Например, область 𝑓(𝐸)для𝑓(𝑧)из 𝐶1является выпуклой в направлении мнимой оси [2], а 
для𝑓(𝑧) из 𝐶2– выпуклой в положительном направлении действительной оси [3].  

В [4-5] введен подкласс 𝐾(𝛾) ⊂ 𝐾 функций, однолистных и почти выпуклых, порядка 𝛾: 

�𝑎𝑟𝑔 𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   0 ≤ 𝛾 ≤ 1,   𝑧 ∈ 𝐸,                                  (4) 

где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, как и в условии (1). Функции класса 𝐾(𝛾) характеризуются тем, что для 
каждой граничной точки области𝑓(𝐸)можно построить угол раствора(1 − 𝛾)𝜋с вершиной в 
этой точке и биссектрисой, уходящей в ∞, целиком принадлежащий внешности 𝑓(𝐸). 

Подклассами класса 𝐾(𝛾), аналогичными классам 𝐶1,𝐶2, являются классы 
𝐶1(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,                                      (2′) 
𝐶2(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ .                                      (3′) 

Как показано в [6-7], функции классов 𝐶1(𝛾), 𝐶2(𝛾) характеризуются достижимостью 
извне области 𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋, соответственно, в направлении мнимой оси и в 
положительном направлении действительной оси.  

Наряду с геометрическими характеристиками, в ряде статей были найдены оценки 
|𝑓(𝑧)|,|𝑓′(𝑧)|. Например, для класса 𝐾(𝛾) – в [4], для класса 𝐶1– в [2], для 𝐶1(𝛾)– в [6]. 

По аналогии с условием (1) М.Рид [8] ввел класс 𝐶𝑆∗ почти звездообразных функций 
𝐹(𝑧) изℋ, удовлетворяющих условию 

𝑅𝑒 𝐹
(𝑧)

𝑔(𝑧) ≥ 0, где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆∗, 𝑧 ∈ 𝐸.                                        (5) 

Его подклассами являются классы 𝐶𝑆1∗,𝐶𝑆2∗[9-11] почти звездообразных функций 𝐹(𝑧)изℋ 
𝐶𝑆1∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧2)𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (6) 
𝐶𝑆2∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧)2𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (7) 

связанные с классами 𝐶1,𝐶2соотношением 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝑘 ⇔ 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝐶𝑆𝑘∗ , 𝑘 = 1,2. При 
условии, что функция 𝐹(𝑧) принимает вещественные значения в точках 𝑧 ∈ (−1,1), класс 
𝐶𝑆1∗ совпадает с классом 𝑇 типично вещественных в круге 𝐸 функций, введенным в [12]. 

В настоящей статье как обобщение классов 𝐶1(𝛾),𝐶2(𝛾) и класса функций с 
ограниченным вращением вводится класс 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), 𝜆,𝛼, 𝛾 ∈ [0; 1],𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋], функций 
𝑓(𝑧) ∈ ℋ, удовлетворяющих условию 

|𝑎𝑟𝑔  [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,   𝑧 ∈ 𝐸.                  (8) 
Также с помощью соотношения 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), где𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), вводится класс 

𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) = �𝐹(𝑧) ∈ ℋ: �arg�(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 𝐹
(𝑧)
𝑧 �� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿� ,   (9) 

обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций.  
В статье исследуются геометрические свойства функций класса 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), а также 

получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности классов 
𝐶�(𝜆,𝛼,𝛾)/𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), которые обобщают многие ранее известные результаты для функций, 

Функции классов 

В статьях [2-3] исследовались классы функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ, определяемые условиями 
𝐶1:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (2) 
𝐶2:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (3) 

С классами 𝐶1,𝐶2 тесно связаны классы 𝐶�1 = �𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧2)𝑓�′(𝑧)] > 0� и 𝐶�2 =
�𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧)2𝑓�′(𝑧)] > 0�, к которым легко перейти с помощью преобразований 
𝑓�(𝑧) = (1/𝑖)𝑓(𝑖𝑧) и 𝑓�(𝑧) = −𝑓(−𝑧). Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 являются почти 
выпуклыми, так как удовлетворяют  условию (1), соответственно, с выпуклой функцией 

𝑔1(𝑧) = 1
2 ln 1 + 𝑧

1 − 𝑧 ,   𝑔2(𝑧) =  𝑧
1 − 𝑧 ,𝑔�1(𝑧) = 1

2𝑖 ln 1 + 𝑖𝑧
1 − 𝑖𝑧 ,   𝑔�2(𝑧) =  𝑧

1 + 𝑧.  
Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 обладают наглядными геометрическими свойствами. 

Например, область 𝑓(𝐸)для𝑓(𝑧)из 𝐶1является выпуклой в направлении мнимой оси [2], а 
для𝑓(𝑧) из 𝐶2– выпуклой в положительном направлении действительной оси [3].  

В [4-5] введен подкласс 𝐾(𝛾) ⊂ 𝐾 функций, однолистных и почти выпуклых, порядка 𝛾: 

�𝑎𝑟𝑔 𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   0 ≤ 𝛾 ≤ 1,   𝑧 ∈ 𝐸,                                  (4) 

где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, как и в условии (1). Функции класса 𝐾(𝛾) характеризуются тем, что для 
каждой граничной точки области𝑓(𝐸)можно построить угол раствора(1 − 𝛾)𝜋с вершиной в 
этой точке и биссектрисой, уходящей в ∞, целиком принадлежащий внешности 𝑓(𝐸). 

Подклассами класса 𝐾(𝛾), аналогичными классам 𝐶1,𝐶2, являются классы 
𝐶1(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,                                      (2′) 
𝐶2(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ .                                      (3′) 

Как показано в [6-7], функции классов 𝐶1(𝛾), 𝐶2(𝛾) характеризуются достижимостью 
извне области 𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋, соответственно, в направлении мнимой оси и в 
положительном направлении действительной оси.  

Наряду с геометрическими характеристиками, в ряде статей были найдены оценки 
|𝑓(𝑧)|,|𝑓′(𝑧)|. Например, для класса 𝐾(𝛾) – в [4], для класса 𝐶1– в [2], для 𝐶1(𝛾)– в [6]. 

По аналогии с условием (1) М.Рид [8] ввел класс 𝐶𝑆∗ почти звездообразных функций 
𝐹(𝑧) изℋ, удовлетворяющих условию 

𝑅𝑒 𝐹
(𝑧)

𝑔(𝑧) ≥ 0, где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆∗, 𝑧 ∈ 𝐸.                                        (5) 

Его подклассами являются классы 𝐶𝑆1∗,𝐶𝑆2∗[9-11] почти звездообразных функций 𝐹(𝑧)изℋ 
𝐶𝑆1∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧2)𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (6) 
𝐶𝑆2∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧)2𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (7) 

связанные с классами 𝐶1,𝐶2соотношением 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝑘 ⇔ 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝐶𝑆𝑘∗ , 𝑘 = 1,2. При 
условии, что функция 𝐹(𝑧) принимает вещественные значения в точках 𝑧 ∈ (−1,1), класс 
𝐶𝑆1∗ совпадает с классом 𝑇 типично вещественных в круге 𝐸 функций, введенным в [12]. 

В настоящей статье как обобщение классов 𝐶1(𝛾),𝐶2(𝛾) и класса функций с 
ограниченным вращением вводится класс 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), 𝜆,𝛼, 𝛾 ∈ [0; 1],𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋], функций 
𝑓(𝑧) ∈ ℋ, удовлетворяющих условию 

|𝑎𝑟𝑔  [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,   𝑧 ∈ 𝐸.                  (8) 
Также с помощью соотношения 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), где𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), вводится класс 

𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) = �𝐹(𝑧) ∈ ℋ: �arg�(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 𝐹
(𝑧)
𝑧 �� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿� ,   (9) 

обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций.  
В статье исследуются геометрические свойства функций класса 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), а также 

получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности классов 
𝐶�(𝜆,𝛼,𝛾)/𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), которые обобщают многие ранее известные результаты для функций, 

 обладают наглядными геометрическими свойства-
ми. Например, область f(E) для f(z) из C1 является выпуклой в направлении мнимой 
оси [2], а для f(z) из C2 – выпуклой в положительном направлении действительной 
оси [3]. 
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В [4-5] введен подкласс K(g) ⊂ K функций, однолистных и почти выпуклых, по-
рядка g:

                                 

В статьях [2-3] исследовались классы функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ, определяемые условиями 
𝐶1:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (2) 
𝐶2:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (3) 

С классами 𝐶1,𝐶2 тесно связаны классы 𝐶�1 = �𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧2)𝑓�′(𝑧)] > 0� и 𝐶�2 =
�𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧)2𝑓�′(𝑧)] > 0�, к которым легко перейти с помощью преобразований 
𝑓�(𝑧) = (1/𝑖)𝑓(𝑖𝑧) и 𝑓�(𝑧) = −𝑓(−𝑧). Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 являются почти 
выпуклыми, так как удовлетворяют  условию (1), соответственно, с выпуклой функцией 

𝑔1(𝑧) = 1
2 ln 1 + 𝑧

1 − 𝑧 ,   𝑔2(𝑧) =  𝑧
1 − 𝑧 ,𝑔�1(𝑧) = 1

2𝑖 ln 1 + 𝑖𝑧
1 − 𝑖𝑧 ,   𝑔�2(𝑧) =  𝑧

1 + 𝑧.  
Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 обладают наглядными геометрическими свойствами. 

Например, область 𝑓(𝐸)для𝑓(𝑧)из 𝐶1является выпуклой в направлении мнимой оси [2], а 
для𝑓(𝑧) из 𝐶2– выпуклой в положительном направлении действительной оси [3].  

В [4-5] введен подкласс 𝐾(𝛾) ⊂ 𝐾 функций, однолистных и почти выпуклых, порядка 𝛾: 

�𝑎𝑟𝑔 𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   0 ≤ 𝛾 ≤ 1,   𝑧 ∈ 𝐸,                                  (4) 

где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, как и в условии (1). Функции класса 𝐾(𝛾) характеризуются тем, что для 
каждой граничной точки области𝑓(𝐸)можно построить угол раствора(1 − 𝛾)𝜋с вершиной в 
этой точке и биссектрисой, уходящей в ∞, целиком принадлежащий внешности 𝑓(𝐸). 

Подклассами класса 𝐾(𝛾), аналогичными классам 𝐶1,𝐶2, являются классы 
𝐶1(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,                                      (2′) 
𝐶2(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ .                                      (3′) 

Как показано в [6-7], функции классов 𝐶1(𝛾), 𝐶2(𝛾) характеризуются достижимостью 
извне области 𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋, соответственно, в направлении мнимой оси и в 
положительном направлении действительной оси.  

Наряду с геометрическими характеристиками, в ряде статей были найдены оценки 
|𝑓(𝑧)|,|𝑓′(𝑧)|. Например, для класса 𝐾(𝛾) – в [4], для класса 𝐶1– в [2], для 𝐶1(𝛾)– в [6]. 

По аналогии с условием (1) М.Рид [8] ввел класс 𝐶𝑆∗ почти звездообразных функций 
𝐹(𝑧) изℋ, удовлетворяющих условию 

𝑅𝑒 𝐹
(𝑧)

𝑔(𝑧) ≥ 0, где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆∗, 𝑧 ∈ 𝐸.                                        (5) 

Его подклассами являются классы 𝐶𝑆1∗,𝐶𝑆2∗[9-11] почти звездообразных функций 𝐹(𝑧)изℋ 
𝐶𝑆1∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧2)𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (6) 
𝐶𝑆2∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧)2𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (7) 

связанные с классами 𝐶1,𝐶2соотношением 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝑘 ⇔ 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝐶𝑆𝑘∗ , 𝑘 = 1,2. При 
условии, что функция 𝐹(𝑧) принимает вещественные значения в точках 𝑧 ∈ (−1,1), класс 
𝐶𝑆1∗ совпадает с классом 𝑇 типично вещественных в круге 𝐸 функций, введенным в [12]. 

В настоящей статье как обобщение классов 𝐶1(𝛾),𝐶2(𝛾) и класса функций с 
ограниченным вращением вводится класс 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), 𝜆,𝛼, 𝛾 ∈ [0; 1],𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋], функций 
𝑓(𝑧) ∈ ℋ, удовлетворяющих условию 

|𝑎𝑟𝑔  [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,   𝑧 ∈ 𝐸.                  (8) 
Также с помощью соотношения 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), где𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), вводится класс 

𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) = �𝐹(𝑧) ∈ ℋ: �arg�(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 𝐹
(𝑧)
𝑧 �� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿� ,   (9) 

обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций.  
В статье исследуются геометрические свойства функций класса 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), а также 

получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности классов 
𝐶�(𝜆,𝛼,𝛾)/𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), которые обобщают многие ранее известные результаты для функций, 

                                     (4)

где 

В статьях [2-3] исследовались классы функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ, определяемые условиями 
𝐶1:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (2) 
𝐶2:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (3) 

С классами 𝐶1,𝐶2 тесно связаны классы 𝐶�1 = �𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧2)𝑓�′(𝑧)] > 0� и 𝐶�2 =
�𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧)2𝑓�′(𝑧)] > 0�, к которым легко перейти с помощью преобразований 
𝑓�(𝑧) = (1/𝑖)𝑓(𝑖𝑧) и 𝑓�(𝑧) = −𝑓(−𝑧). Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 являются почти 
выпуклыми, так как удовлетворяют  условию (1), соответственно, с выпуклой функцией 

𝑔1(𝑧) = 1
2 ln 1 + 𝑧

1 − 𝑧 ,   𝑔2(𝑧) =  𝑧
1 − 𝑧 ,𝑔�1(𝑧) = 1

2𝑖 ln 1 + 𝑖𝑧
1 − 𝑖𝑧 ,   𝑔�2(𝑧) =  𝑧

1 + 𝑧.  
Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 обладают наглядными геометрическими свойствами. 

Например, область 𝑓(𝐸)для𝑓(𝑧)из 𝐶1является выпуклой в направлении мнимой оси [2], а 
для𝑓(𝑧) из 𝐶2– выпуклой в положительном направлении действительной оси [3].  

В [4-5] введен подкласс 𝐾(𝛾) ⊂ 𝐾 функций, однолистных и почти выпуклых, порядка 𝛾: 

�𝑎𝑟𝑔 𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   0 ≤ 𝛾 ≤ 1,   𝑧 ∈ 𝐸,                                  (4) 

где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, как и в условии (1). Функции класса 𝐾(𝛾) характеризуются тем, что для 
каждой граничной точки области𝑓(𝐸)можно построить угол раствора(1 − 𝛾)𝜋с вершиной в 
этой точке и биссектрисой, уходящей в ∞, целиком принадлежащий внешности 𝑓(𝐸). 

Подклассами класса 𝐾(𝛾), аналогичными классам 𝐶1,𝐶2, являются классы 
𝐶1(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,                                      (2′) 
𝐶2(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ .                                      (3′) 

Как показано в [6-7], функции классов 𝐶1(𝛾), 𝐶2(𝛾) характеризуются достижимостью 
извне области 𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋, соответственно, в направлении мнимой оси и в 
положительном направлении действительной оси.  

Наряду с геометрическими характеристиками, в ряде статей были найдены оценки 
|𝑓(𝑧)|,|𝑓′(𝑧)|. Например, для класса 𝐾(𝛾) – в [4], для класса 𝐶1– в [2], для 𝐶1(𝛾)– в [6]. 

По аналогии с условием (1) М.Рид [8] ввел класс 𝐶𝑆∗ почти звездообразных функций 
𝐹(𝑧) изℋ, удовлетворяющих условию 

𝑅𝑒 𝐹
(𝑧)

𝑔(𝑧) ≥ 0, где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆∗, 𝑧 ∈ 𝐸.                                        (5) 

Его подклассами являются классы 𝐶𝑆1∗,𝐶𝑆2∗[9-11] почти звездообразных функций 𝐹(𝑧)изℋ 
𝐶𝑆1∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧2)𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (6) 
𝐶𝑆2∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧)2𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (7) 

связанные с классами 𝐶1,𝐶2соотношением 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝑘 ⇔ 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝐶𝑆𝑘∗ , 𝑘 = 1,2. При 
условии, что функция 𝐹(𝑧) принимает вещественные значения в точках 𝑧 ∈ (−1,1), класс 
𝐶𝑆1∗ совпадает с классом 𝑇 типично вещественных в круге 𝐸 функций, введенным в [12]. 

В настоящей статье как обобщение классов 𝐶1(𝛾),𝐶2(𝛾) и класса функций с 
ограниченным вращением вводится класс 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), 𝜆,𝛼, 𝛾 ∈ [0; 1],𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋], функций 
𝑓(𝑧) ∈ ℋ, удовлетворяющих условию 

|𝑎𝑟𝑔  [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,   𝑧 ∈ 𝐸.                  (8) 
Также с помощью соотношения 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), где𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), вводится класс 

𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) = �𝐹(𝑧) ∈ ℋ: �arg�(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 𝐹
(𝑧)
𝑧 �� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿� ,   (9) 

обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций.  
В статье исследуются геометрические свойства функций класса 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), а также 

получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности классов 
𝐶�(𝜆,𝛼,𝛾)/𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), которые обобщают многие ранее известные результаты для функций, 

, как и в условии (1). Функции класса K(g) характеризуются тем, что 
для каждой граничной точки области f(E) можно построить угол раствора (1 – g)p 
с вершиной в этой точке и биссектрисой, уходящей в , целиком принадлежащий 
внешности f(E).

Подклассами класса K(g), аналогичными классам C1, C2, являются классы

             (2´)
                                  

В статьях [2-3] исследовались классы функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ, определяемые условиями 
𝐶1:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (2) 
𝐶2:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (3) 

С классами 𝐶1,𝐶2 тесно связаны классы 𝐶�1 = �𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧2)𝑓�′(𝑧)] > 0� и 𝐶�2 =
�𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧)2𝑓�′(𝑧)] > 0�, к которым легко перейти с помощью преобразований 
𝑓�(𝑧) = (1/𝑖)𝑓(𝑖𝑧) и 𝑓�(𝑧) = −𝑓(−𝑧). Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 являются почти 
выпуклыми, так как удовлетворяют  условию (1), соответственно, с выпуклой функцией 

𝑔1(𝑧) = 1
2 ln 1 + 𝑧

1 − 𝑧 ,   𝑔2(𝑧) =  𝑧
1 − 𝑧 ,𝑔�1(𝑧) = 1

2𝑖 ln 1 + 𝑖𝑧
1 − 𝑖𝑧 ,   𝑔�2(𝑧) =  𝑧

1 + 𝑧.  
Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 обладают наглядными геометрическими свойствами. 

Например, область 𝑓(𝐸)для𝑓(𝑧)из 𝐶1является выпуклой в направлении мнимой оси [2], а 
для𝑓(𝑧) из 𝐶2– выпуклой в положительном направлении действительной оси [3].  

В [4-5] введен подкласс 𝐾(𝛾) ⊂ 𝐾 функций, однолистных и почти выпуклых, порядка 𝛾: 

�𝑎𝑟𝑔 𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   0 ≤ 𝛾 ≤ 1,   𝑧 ∈ 𝐸,                                  (4) 

где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, как и в условии (1). Функции класса 𝐾(𝛾) характеризуются тем, что для 
каждой граничной точки области𝑓(𝐸)можно построить угол раствора(1 − 𝛾)𝜋с вершиной в 
этой точке и биссектрисой, уходящей в ∞, целиком принадлежащий внешности 𝑓(𝐸). 

Подклассами класса 𝐾(𝛾), аналогичными классам 𝐶1,𝐶2, являются классы 
𝐶1(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,                                      (2′) 
𝐶2(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ .                                      (3′) 

Как показано в [6-7], функции классов 𝐶1(𝛾), 𝐶2(𝛾) характеризуются достижимостью 
извне области 𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋, соответственно, в направлении мнимой оси и в 
положительном направлении действительной оси.  

Наряду с геометрическими характеристиками, в ряде статей были найдены оценки 
|𝑓(𝑧)|,|𝑓′(𝑧)|. Например, для класса 𝐾(𝛾) – в [4], для класса 𝐶1– в [2], для 𝐶1(𝛾)– в [6]. 

По аналогии с условием (1) М.Рид [8] ввел класс 𝐶𝑆∗ почти звездообразных функций 
𝐹(𝑧) изℋ, удовлетворяющих условию 

𝑅𝑒 𝐹
(𝑧)

𝑔(𝑧) ≥ 0, где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆∗, 𝑧 ∈ 𝐸.                                        (5) 

Его подклассами являются классы 𝐶𝑆1∗,𝐶𝑆2∗[9-11] почти звездообразных функций 𝐹(𝑧)изℋ 
𝐶𝑆1∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧2)𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (6) 
𝐶𝑆2∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧)2𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (7) 

связанные с классами 𝐶1,𝐶2соотношением 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝑘 ⇔ 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝐶𝑆𝑘∗ , 𝑘 = 1,2. При 
условии, что функция 𝐹(𝑧) принимает вещественные значения в точках 𝑧 ∈ (−1,1), класс 
𝐶𝑆1∗ совпадает с классом 𝑇 типично вещественных в круге 𝐸 функций, введенным в [12]. 

В настоящей статье как обобщение классов 𝐶1(𝛾),𝐶2(𝛾) и класса функций с 
ограниченным вращением вводится класс 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), 𝜆,𝛼, 𝛾 ∈ [0; 1],𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋], функций 
𝑓(𝑧) ∈ ℋ, удовлетворяющих условию 

|𝑎𝑟𝑔  [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,   𝑧 ∈ 𝐸.                  (8) 
Также с помощью соотношения 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), где𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), вводится класс 

𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) = �𝐹(𝑧) ∈ ℋ: �arg�(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 𝐹
(𝑧)
𝑧 �� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿� ,   (9) 

обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций.  
В статье исследуются геометрические свойства функций класса 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), а также 

получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности классов 
𝐶�(𝜆,𝛼,𝛾)/𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), которые обобщают многие ранее известные результаты для функций, 

                                (3´)

Как показано в [6-7], функции классов C1(g), C2(g) характеризуются достижимо-
стью извне области f(E) углами раствора  (1 – g)p, соответственно, в направлении 
мнимой оси и в положительном направлении действительной оси. 

Наряду с геометрическими характеристиками, в ряде статей были найдены оценки 

В статьях [2-3] исследовались классы функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ, определяемые условиями 
𝐶1:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (2) 
𝐶2:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (3) 

С классами 𝐶1,𝐶2 тесно связаны классы 𝐶�1 = �𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧2)𝑓�′(𝑧)] > 0� и 𝐶�2 =
�𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧)2𝑓�′(𝑧)] > 0�, к которым легко перейти с помощью преобразований 
𝑓�(𝑧) = (1/𝑖)𝑓(𝑖𝑧) и 𝑓�(𝑧) = −𝑓(−𝑧). Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 являются почти 
выпуклыми, так как удовлетворяют  условию (1), соответственно, с выпуклой функцией 

𝑔1(𝑧) = 1
2 ln 1 + 𝑧

1 − 𝑧 ,   𝑔2(𝑧) =  𝑧
1 − 𝑧 ,𝑔�1(𝑧) = 1

2𝑖 ln 1 + 𝑖𝑧
1 − 𝑖𝑧 ,   𝑔�2(𝑧) =  𝑧

1 + 𝑧.  
Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 обладают наглядными геометрическими свойствами. 

Например, область 𝑓(𝐸)для𝑓(𝑧)из 𝐶1является выпуклой в направлении мнимой оси [2], а 
для𝑓(𝑧) из 𝐶2– выпуклой в положительном направлении действительной оси [3].  

В [4-5] введен подкласс 𝐾(𝛾) ⊂ 𝐾 функций, однолистных и почти выпуклых, порядка 𝛾: 

�𝑎𝑟𝑔 𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   0 ≤ 𝛾 ≤ 1,   𝑧 ∈ 𝐸,                                  (4) 

где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, как и в условии (1). Функции класса 𝐾(𝛾) характеризуются тем, что для 
каждой граничной точки области𝑓(𝐸)можно построить угол раствора(1 − 𝛾)𝜋с вершиной в 
этой точке и биссектрисой, уходящей в ∞, целиком принадлежащий внешности 𝑓(𝐸). 

Подклассами класса 𝐾(𝛾), аналогичными классам 𝐶1,𝐶2, являются классы 
𝐶1(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,                                      (2′) 
𝐶2(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ .                                      (3′) 

Как показано в [6-7], функции классов 𝐶1(𝛾), 𝐶2(𝛾) характеризуются достижимостью 
извне области 𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋, соответственно, в направлении мнимой оси и в 
положительном направлении действительной оси.  

Наряду с геометрическими характеристиками, в ряде статей были найдены оценки 
|𝑓(𝑧)|,|𝑓′(𝑧)|. Например, для класса 𝐾(𝛾) – в [4], для класса 𝐶1– в [2], для 𝐶1(𝛾)– в [6]. 

По аналогии с условием (1) М.Рид [8] ввел класс 𝐶𝑆∗ почти звездообразных функций 
𝐹(𝑧) изℋ, удовлетворяющих условию 

𝑅𝑒 𝐹
(𝑧)

𝑔(𝑧) ≥ 0, где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆∗, 𝑧 ∈ 𝐸.                                        (5) 

Его подклассами являются классы 𝐶𝑆1∗,𝐶𝑆2∗[9-11] почти звездообразных функций 𝐹(𝑧)изℋ 
𝐶𝑆1∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧2)𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (6) 
𝐶𝑆2∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧)2𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (7) 

связанные с классами 𝐶1,𝐶2соотношением 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝑘 ⇔ 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝐶𝑆𝑘∗ , 𝑘 = 1,2. При 
условии, что функция 𝐹(𝑧) принимает вещественные значения в точках 𝑧 ∈ (−1,1), класс 
𝐶𝑆1∗ совпадает с классом 𝑇 типично вещественных в круге 𝐸 функций, введенным в [12]. 

В настоящей статье как обобщение классов 𝐶1(𝛾),𝐶2(𝛾) и класса функций с 
ограниченным вращением вводится класс 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), 𝜆,𝛼, 𝛾 ∈ [0; 1],𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋], функций 
𝑓(𝑧) ∈ ℋ, удовлетворяющих условию 

|𝑎𝑟𝑔  [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,   𝑧 ∈ 𝐸.                  (8) 
Также с помощью соотношения 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), где𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), вводится класс 

𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) = �𝐹(𝑧) ∈ ℋ: �arg�(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 𝐹
(𝑧)
𝑧 �� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿� ,   (9) 

обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций.  
В статье исследуются геометрические свойства функций класса 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), а также 

получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности классов 
𝐶�(𝜆,𝛼,𝛾)/𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), которые обобщают многие ранее известные результаты для функций, 

. Например, для класса K(g) – в [4], для класса C1 – в [2], для C1(g) – в [6].
По аналогии с условием (1) М.Рид [8] ввел класс CS* почти звездообразных функ-

ций F(z) из 

Аннотация. Мақалада белгілі бір бағытта дөңес функциялар кластарын жəне шектеулі 
айналмалы функциялар класын қорытындылайтын 𝑓(𝑧)   дөңес функциялардың 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) кіші класы 
енгізіледі. Осы класс функцияларының геометриялық қасиеттері орнатылып, дөңес функциялардың 
бүкіл класының қасиеттерін нақтылайды, сонымен қатар бұрмаланудың нақты теоремаларымен 
дөңес радиустары алынады. 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) қатынасын қолдана отырып, мұндағы 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), 
𝐹(𝑧) функцияларының 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) класы енгізіліп, жұлдыз тəрізді жəне типтік-нақты 
функциялардың кластарын жалпылайды. 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) класы үшін алынған 
нəтижелер 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) класына ауыстырылады. 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) жəне 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) кластарының ерекше 
жағдайларында белгілі бір бағытта дөңес функциялар, шектеулі айналу функциялары, типтік-
нақты жəне жұлдызтəрізді функциялар үшін бұрын белгілі, соның ішінде классикалық нəтижелер 
алынады. 

Түйін сөздер :аналитикалық функцияларды бағалау, дөңес радиустар, дөңес функциялар, 
типтік-нақты функциялар. 
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Abstract. The article introduces a subclass 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾)of close-to-convex functions𝑓(𝑧), generalizing 
classes of functions convex in a certain direction and a class of functions with bounded turning. The 
geometric properties of functions of this class are established, clarifying the properties of the entire class of 
close-to-convex functions, and exact distortion theorems and convexity radii are obtained. Using the ratio 
𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), where 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), the class 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) of functions 𝐹(𝑧) is introduced, generalizing 
classes of close-to-starlike and typically real functions. The results obtained for the class 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾)are 
transferred to the class 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾). 

In special cases of classes 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) and 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) for functions convex in a certain direction, 
functions with limited rotation, typically real and close-to-starlike functions, previously known, including 
classical, results are obtained. 

keywords: estimates of holomorphic functions, radii of convexity, close-to-convex functions, typically 
real functions. 

 
 
1. Введение, постановка задачи. Пусть ℋ– класс голоморфных в круге 𝐸 = {𝑧: |𝑧| <

1} функций𝑓(𝑧), нормированных условием 𝑓(0) = 𝑓′(0) − 1 = 0. Через 𝑆,𝑆0 и 𝐾 будем 
обозначать соответственно классы однолистных, выпуклых и почти выпуклых в круге E 
функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ. Класс 𝐾введен Одзаки и Капланом (см. [1], §4)  с помощью условия 

𝑅𝑒 �𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≥ 0,   𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, 𝑧ϵ𝐸.                                                (1) 

С каждой функцией𝑔(𝑧) связан подкласс 𝐾𝑔 ⊂ 𝐾, функции которого в определенной степени 
наследуют свойства функции 𝑔(𝑧). При этом𝐾 = ⋃ 𝐾𝑔𝑔(𝑧)∈𝑆0 .  

, удовлетворяющих условию

                                        

В статьях [2-3] исследовались классы функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ, определяемые условиями 
𝐶1:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (2) 
𝐶2:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (3) 

С классами 𝐶1,𝐶2 тесно связаны классы 𝐶�1 = �𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧2)𝑓�′(𝑧)] > 0� и 𝐶�2 =
�𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧)2𝑓�′(𝑧)] > 0�, к которым легко перейти с помощью преобразований 
𝑓�(𝑧) = (1/𝑖)𝑓(𝑖𝑧) и 𝑓�(𝑧) = −𝑓(−𝑧). Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 являются почти 
выпуклыми, так как удовлетворяют  условию (1), соответственно, с выпуклой функцией 

𝑔1(𝑧) = 1
2 ln 1 + 𝑧

1 − 𝑧 ,   𝑔2(𝑧) =  𝑧
1 − 𝑧 ,𝑔�1(𝑧) = 1

2𝑖 ln 1 + 𝑖𝑧
1 − 𝑖𝑧 ,   𝑔�2(𝑧) =  𝑧

1 + 𝑧.  
Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 обладают наглядными геометрическими свойствами. 

Например, область 𝑓(𝐸)для𝑓(𝑧)из 𝐶1является выпуклой в направлении мнимой оси [2], а 
для𝑓(𝑧) из 𝐶2– выпуклой в положительном направлении действительной оси [3].  

В [4-5] введен подкласс 𝐾(𝛾) ⊂ 𝐾 функций, однолистных и почти выпуклых, порядка 𝛾: 

�𝑎𝑟𝑔 𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   0 ≤ 𝛾 ≤ 1,   𝑧 ∈ 𝐸,                                  (4) 

где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, как и в условии (1). Функции класса 𝐾(𝛾) характеризуются тем, что для 
каждой граничной точки области𝑓(𝐸)можно построить угол раствора(1 − 𝛾)𝜋с вершиной в 
этой точке и биссектрисой, уходящей в ∞, целиком принадлежащий внешности 𝑓(𝐸). 

Подклассами класса 𝐾(𝛾), аналогичными классам 𝐶1,𝐶2, являются классы 
𝐶1(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,                                      (2′) 
𝐶2(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ .                                      (3′) 

Как показано в [6-7], функции классов 𝐶1(𝛾), 𝐶2(𝛾) характеризуются достижимостью 
извне области 𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋, соответственно, в направлении мнимой оси и в 
положительном направлении действительной оси.  

Наряду с геометрическими характеристиками, в ряде статей были найдены оценки 
|𝑓(𝑧)|,|𝑓′(𝑧)|. Например, для класса 𝐾(𝛾) – в [4], для класса 𝐶1– в [2], для 𝐶1(𝛾)– в [6]. 

По аналогии с условием (1) М.Рид [8] ввел класс 𝐶𝑆∗ почти звездообразных функций 
𝐹(𝑧) изℋ, удовлетворяющих условию 

𝑅𝑒 𝐹
(𝑧)

𝑔(𝑧) ≥ 0, где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆∗, 𝑧 ∈ 𝐸.                                        (5) 

Его подклассами являются классы 𝐶𝑆1∗,𝐶𝑆2∗[9-11] почти звездообразных функций 𝐹(𝑧)изℋ 
𝐶𝑆1∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧2)𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (6) 
𝐶𝑆2∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧)2𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (7) 

связанные с классами 𝐶1,𝐶2соотношением 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝑘 ⇔ 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝐶𝑆𝑘∗ , 𝑘 = 1,2. При 
условии, что функция 𝐹(𝑧) принимает вещественные значения в точках 𝑧 ∈ (−1,1), класс 
𝐶𝑆1∗ совпадает с классом 𝑇 типично вещественных в круге 𝐸 функций, введенным в [12]. 

В настоящей статье как обобщение классов 𝐶1(𝛾),𝐶2(𝛾) и класса функций с 
ограниченным вращением вводится класс 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), 𝜆,𝛼, 𝛾 ∈ [0; 1],𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋], функций 
𝑓(𝑧) ∈ ℋ, удовлетворяющих условию 

|𝑎𝑟𝑔  [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,   𝑧 ∈ 𝐸.                  (8) 
Также с помощью соотношения 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), где𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), вводится класс 

𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) = �𝐹(𝑧) ∈ ℋ: �arg�(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 𝐹
(𝑧)
𝑧 �� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿� ,   (9) 

обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций.  
В статье исследуются геометрические свойства функций класса 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), а также 

получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности классов 
𝐶�(𝜆,𝛼,𝛾)/𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), которые обобщают многие ранее известные результаты для функций, 

                                      (5)
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получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности классов 
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 [9-11] почти звездообразных функций 
F(z) из 

Аннотация. Мақалада белгілі бір бағытта дөңес функциялар кластарын жəне шектеулі 
айналмалы функциялар класын қорытындылайтын 𝑓(𝑧)   дөңес функциялардың 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) кіші класы 
енгізіледі. Осы класс функцияларының геометриялық қасиеттері орнатылып, дөңес функциялардың 
бүкіл класының қасиеттерін нақтылайды, сонымен қатар бұрмаланудың нақты теоремаларымен 
дөңес радиустары алынады. 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) қатынасын қолдана отырып, мұндағы 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), 
𝐹(𝑧) функцияларының 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) класы енгізіліп, жұлдыз тəрізді жəне типтік-нақты 
функциялардың кластарын жалпылайды. 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) класы үшін алынған 
нəтижелер 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) класына ауыстырылады. 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) жəне 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) кластарының ерекше 
жағдайларында белгілі бір бағытта дөңес функциялар, шектеулі айналу функциялары, типтік-
нақты жəне жұлдызтəрізді функциялар үшін бұрын белгілі, соның ішінде классикалық нəтижелер 
алынады. 

Түйін сөздер :аналитикалық функцияларды бағалау, дөңес радиустар, дөңес функциялар, 
типтік-нақты функциялар. 
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Abstract. The article introduces a subclass 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾)of close-to-convex functions𝑓(𝑧), generalizing 
classes of functions convex in a certain direction and a class of functions with bounded turning. The 
geometric properties of functions of this class are established, clarifying the properties of the entire class of 
close-to-convex functions, and exact distortion theorems and convexity radii are obtained. Using the ratio 
𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), where 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), the class 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) of functions 𝐹(𝑧) is introduced, generalizing 
classes of close-to-starlike and typically real functions. The results obtained for the class 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾)are 
transferred to the class 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾). 

In special cases of classes 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) and 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) for functions convex in a certain direction, 
functions with limited rotation, typically real and close-to-starlike functions, previously known, including 
classical, results are obtained. 

keywords: estimates of holomorphic functions, radii of convexity, close-to-convex functions, typically 
real functions. 

 
 
1. Введение, постановка задачи. Пусть ℋ– класс голоморфных в круге 𝐸 = {𝑧: |𝑧| <

1} функций𝑓(𝑧), нормированных условием 𝑓(0) = 𝑓′(0) − 1 = 0. Через 𝑆,𝑆0 и 𝐾 будем 
обозначать соответственно классы однолистных, выпуклых и почти выпуклых в круге E 
функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ. Класс 𝐾введен Одзаки и Капланом (см. [1], §4)  с помощью условия 

𝑅𝑒 �𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≥ 0,   𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, 𝑧ϵ𝐸.                                                (1) 

С каждой функцией𝑔(𝑧) связан подкласс 𝐾𝑔 ⊂ 𝐾, функции которого в определенной степени 
наследуют свойства функции 𝑔(𝑧). При этом𝐾 = ⋃ 𝐾𝑔𝑔(𝑧)∈𝑆0 .  

(6)
                                        

В статьях [2-3] исследовались классы функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ, определяемые условиями 
𝐶1:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (2) 
𝐶2:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (3) 

С классами 𝐶1,𝐶2 тесно связаны классы 𝐶�1 = �𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧2)𝑓�′(𝑧)] > 0� и 𝐶�2 =
�𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧)2𝑓�′(𝑧)] > 0�, к которым легко перейти с помощью преобразований 
𝑓�(𝑧) = (1/𝑖)𝑓(𝑖𝑧) и 𝑓�(𝑧) = −𝑓(−𝑧). Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 являются почти 
выпуклыми, так как удовлетворяют  условию (1), соответственно, с выпуклой функцией 

𝑔1(𝑧) = 1
2 ln 1 + 𝑧

1 − 𝑧 ,   𝑔2(𝑧) =  𝑧
1 − 𝑧 ,𝑔�1(𝑧) = 1

2𝑖 ln 1 + 𝑖𝑧
1 − 𝑖𝑧 ,   𝑔�2(𝑧) =  𝑧

1 + 𝑧.  
Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 обладают наглядными геометрическими свойствами. 

Например, область 𝑓(𝐸)для𝑓(𝑧)из 𝐶1является выпуклой в направлении мнимой оси [2], а 
для𝑓(𝑧) из 𝐶2– выпуклой в положительном направлении действительной оси [3].  

В [4-5] введен подкласс 𝐾(𝛾) ⊂ 𝐾 функций, однолистных и почти выпуклых, порядка 𝛾: 

�𝑎𝑟𝑔 𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   0 ≤ 𝛾 ≤ 1,   𝑧 ∈ 𝐸,                                  (4) 

где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, как и в условии (1). Функции класса 𝐾(𝛾) характеризуются тем, что для 
каждой граничной точки области𝑓(𝐸)можно построить угол раствора(1 − 𝛾)𝜋с вершиной в 
этой точке и биссектрисой, уходящей в ∞, целиком принадлежащий внешности 𝑓(𝐸). 

Подклассами класса 𝐾(𝛾), аналогичными классам 𝐶1,𝐶2, являются классы 
𝐶1(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,                                      (2′) 
𝐶2(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ .                                      (3′) 

Как показано в [6-7], функции классов 𝐶1(𝛾), 𝐶2(𝛾) характеризуются достижимостью 
извне области 𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋, соответственно, в направлении мнимой оси и в 
положительном направлении действительной оси.  

Наряду с геометрическими характеристиками, в ряде статей были найдены оценки 
|𝑓(𝑧)|,|𝑓′(𝑧)|. Например, для класса 𝐾(𝛾) – в [4], для класса 𝐶1– в [2], для 𝐶1(𝛾)– в [6]. 

По аналогии с условием (1) М.Рид [8] ввел класс 𝐶𝑆∗ почти звездообразных функций 
𝐹(𝑧) изℋ, удовлетворяющих условию 

𝑅𝑒 𝐹
(𝑧)

𝑔(𝑧) ≥ 0, где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆∗, 𝑧 ∈ 𝐸.                                        (5) 

Его подклассами являются классы 𝐶𝑆1∗,𝐶𝑆2∗[9-11] почти звездообразных функций 𝐹(𝑧)изℋ 
𝐶𝑆1∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧2)𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (6) 
𝐶𝑆2∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧)2𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (7) 

связанные с классами 𝐶1,𝐶2соотношением 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝑘 ⇔ 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝐶𝑆𝑘∗ , 𝑘 = 1,2. При 
условии, что функция 𝐹(𝑧) принимает вещественные значения в точках 𝑧 ∈ (−1,1), класс 
𝐶𝑆1∗ совпадает с классом 𝑇 типично вещественных в круге 𝐸 функций, введенным в [12]. 

В настоящей статье как обобщение классов 𝐶1(𝛾),𝐶2(𝛾) и класса функций с 
ограниченным вращением вводится класс 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), 𝜆,𝛼, 𝛾 ∈ [0; 1],𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋], функций 
𝑓(𝑧) ∈ ℋ, удовлетворяющих условию 

|𝑎𝑟𝑔  [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,   𝑧 ∈ 𝐸.                  (8) 
Также с помощью соотношения 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), где𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), вводится класс 

𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) = �𝐹(𝑧) ∈ ℋ: �arg�(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 𝐹
(𝑧)
𝑧 �� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿� ,   (9) 

обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций.  
В статье исследуются геометрические свойства функций класса 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), а также 

получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности классов 
𝐶�(𝜆,𝛼,𝛾)/𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), которые обобщают многие ранее известные результаты для функций, 

                                     (7)

связанные с классами C1, C2 соотношением 

В статьях [2-3] исследовались классы функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ, определяемые условиями 
𝐶1:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (2) 
𝐶2:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (3) 

С классами 𝐶1,𝐶2 тесно связаны классы 𝐶�1 = �𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧2)𝑓�′(𝑧)] > 0� и 𝐶�2 =
�𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧)2𝑓�′(𝑧)] > 0�, к которым легко перейти с помощью преобразований 
𝑓�(𝑧) = (1/𝑖)𝑓(𝑖𝑧) и 𝑓�(𝑧) = −𝑓(−𝑧). Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 являются почти 
выпуклыми, так как удовлетворяют  условию (1), соответственно, с выпуклой функцией 

𝑔1(𝑧) = 1
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2𝑖 ln 1 + 𝑖𝑧
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1 + 𝑧.  
Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 обладают наглядными геометрическими свойствами. 

Например, область 𝑓(𝐸)для𝑓(𝑧)из 𝐶1является выпуклой в направлении мнимой оси [2], а 
для𝑓(𝑧) из 𝐶2– выпуклой в положительном направлении действительной оси [3].  

В [4-5] введен подкласс 𝐾(𝛾) ⊂ 𝐾 функций, однолистных и почти выпуклых, порядка 𝛾: 

�𝑎𝑟𝑔 𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   0 ≤ 𝛾 ≤ 1,   𝑧 ∈ 𝐸,                                  (4) 

где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, как и в условии (1). Функции класса 𝐾(𝛾) характеризуются тем, что для 
каждой граничной точки области𝑓(𝐸)можно построить угол раствора(1 − 𝛾)𝜋с вершиной в 
этой точке и биссектрисой, уходящей в ∞, целиком принадлежащий внешности 𝑓(𝐸). 

Подклассами класса 𝐾(𝛾), аналогичными классам 𝐶1,𝐶2, являются классы 
𝐶1(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,                                      (2′) 
𝐶2(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ .                                      (3′) 

Как показано в [6-7], функции классов 𝐶1(𝛾), 𝐶2(𝛾) характеризуются достижимостью 
извне области 𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋, соответственно, в направлении мнимой оси и в 
положительном направлении действительной оси.  

Наряду с геометрическими характеристиками, в ряде статей были найдены оценки 
|𝑓(𝑧)|,|𝑓′(𝑧)|. Например, для класса 𝐾(𝛾) – в [4], для класса 𝐶1– в [2], для 𝐶1(𝛾)– в [6]. 

По аналогии с условием (1) М.Рид [8] ввел класс 𝐶𝑆∗ почти звездообразных функций 
𝐹(𝑧) изℋ, удовлетворяющих условию 

𝑅𝑒 𝐹
(𝑧)

𝑔(𝑧) ≥ 0, где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆∗, 𝑧 ∈ 𝐸.                                        (5) 

Его подклассами являются классы 𝐶𝑆1∗,𝐶𝑆2∗[9-11] почти звездообразных функций 𝐹(𝑧)изℋ 
𝐶𝑆1∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧2)𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (6) 
𝐶𝑆2∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧)2𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (7) 

связанные с классами 𝐶1,𝐶2соотношением 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝑘 ⇔ 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝐶𝑆𝑘∗ , 𝑘 = 1,2. При 
условии, что функция 𝐹(𝑧) принимает вещественные значения в точках 𝑧 ∈ (−1,1), класс 
𝐶𝑆1∗ совпадает с классом 𝑇 типично вещественных в круге 𝐸 функций, введенным в [12]. 

В настоящей статье как обобщение классов 𝐶1(𝛾),𝐶2(𝛾) и класса функций с 
ограниченным вращением вводится класс 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), 𝜆,𝛼, 𝛾 ∈ [0; 1],𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋], функций 
𝑓(𝑧) ∈ ℋ, удовлетворяющих условию 

|𝑎𝑟𝑔  [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,   𝑧 ∈ 𝐸.                  (8) 
Также с помощью соотношения 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), где𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), вводится класс 

𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) = �𝐹(𝑧) ∈ ℋ: �arg�(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 𝐹
(𝑧)
𝑧 �� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿� ,   (9) 

обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций.  
В статье исследуются геометрические свойства функций класса 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), а также 

получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности классов 
𝐶�(𝜆,𝛼,𝛾)/𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), которые обобщают многие ранее известные результаты для функций, 
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В статьях [2-3] исследовались классы функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ, определяемые условиями 
𝐶1:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (2) 
𝐶2:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (3) 

С классами 𝐶1,𝐶2 тесно связаны классы 𝐶�1 = �𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧2)𝑓�′(𝑧)] > 0� и 𝐶�2 =
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𝑓�(𝑧) = (1/𝑖)𝑓(𝑖𝑧) и 𝑓�(𝑧) = −𝑓(−𝑧). Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 являются почти 
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Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 обладают наглядными геометрическими свойствами. 

Например, область 𝑓(𝐸)для𝑓(𝑧)из 𝐶1является выпуклой в направлении мнимой оси [2], а 
для𝑓(𝑧) из 𝐶2– выпуклой в положительном направлении действительной оси [3].  

В [4-5] введен подкласс 𝐾(𝛾) ⊂ 𝐾 функций, однолистных и почти выпуклых, порядка 𝛾: 

�𝑎𝑟𝑔 𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   0 ≤ 𝛾 ≤ 1,   𝑧 ∈ 𝐸,                                  (4) 

где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, как и в условии (1). Функции класса 𝐾(𝛾) характеризуются тем, что для 
каждой граничной точки области𝑓(𝐸)можно построить угол раствора(1 − 𝛾)𝜋с вершиной в 
этой точке и биссектрисой, уходящей в ∞, целиком принадлежащий внешности 𝑓(𝐸). 

Подклассами класса 𝐾(𝛾), аналогичными классам 𝐶1,𝐶2, являются классы 
𝐶1(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,                                      (2′) 
𝐶2(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ .                                      (3′) 

Как показано в [6-7], функции классов 𝐶1(𝛾), 𝐶2(𝛾) характеризуются достижимостью 
извне области 𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋, соответственно, в направлении мнимой оси и в 
положительном направлении действительной оси.  

Наряду с геометрическими характеристиками, в ряде статей были найдены оценки 
|𝑓(𝑧)|,|𝑓′(𝑧)|. Например, для класса 𝐾(𝛾) – в [4], для класса 𝐶1– в [2], для 𝐶1(𝛾)– в [6]. 

По аналогии с условием (1) М.Рид [8] ввел класс 𝐶𝑆∗ почти звездообразных функций 
𝐹(𝑧) изℋ, удовлетворяющих условию 

𝑅𝑒 𝐹
(𝑧)

𝑔(𝑧) ≥ 0, где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆∗, 𝑧 ∈ 𝐸.                                        (5) 

Его подклассами являются классы 𝐶𝑆1∗,𝐶𝑆2∗[9-11] почти звездообразных функций 𝐹(𝑧)изℋ 
𝐶𝑆1∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧2)𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (6) 
𝐶𝑆2∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧)2𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (7) 

связанные с классами 𝐶1,𝐶2соотношением 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝑘 ⇔ 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝐶𝑆𝑘∗ , 𝑘 = 1,2. При 
условии, что функция 𝐹(𝑧) принимает вещественные значения в точках 𝑧 ∈ (−1,1), класс 
𝐶𝑆1∗ совпадает с классом 𝑇 типично вещественных в круге 𝐸 функций, введенным в [12]. 

В настоящей статье как обобщение классов 𝐶1(𝛾),𝐶2(𝛾) и класса функций с 
ограниченным вращением вводится класс 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), 𝜆,𝛼, 𝛾 ∈ [0; 1],𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋], функций 
𝑓(𝑧) ∈ ℋ, удовлетворяющих условию 

|𝑎𝑟𝑔  [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,   𝑧 ∈ 𝐸.                  (8) 
Также с помощью соотношения 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), где𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), вводится класс 

𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) = �𝐹(𝑧) ∈ ℋ: �arg�(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 𝐹
(𝑧)
𝑧 �� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿� ,   (9) 

обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций.  
В статье исследуются геометрические свойства функций класса 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), а также 

получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности классов 
𝐶�(𝜆,𝛼,𝛾)/𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), которые обобщают многие ранее известные результаты для функций, 

 совпадает с классом T типично вещественных в круге E функций, введен-
ным в [12].

В настоящей статье как обобщение классов C1(g), C2(g) и класса функций с огра-
ниченным вращением вводится класс 

В статьях [2-3] исследовались классы функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ, определяемые условиями 
𝐶1:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (2) 
𝐶2:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (3) 

С классами 𝐶1,𝐶2 тесно связаны классы 𝐶�1 = �𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧2)𝑓�′(𝑧)] > 0� и 𝐶�2 =
�𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧)2𝑓�′(𝑧)] > 0�, к которым легко перейти с помощью преобразований 
𝑓�(𝑧) = (1/𝑖)𝑓(𝑖𝑧) и 𝑓�(𝑧) = −𝑓(−𝑧). Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 являются почти 
выпуклыми, так как удовлетворяют  условию (1), соответственно, с выпуклой функцией 

𝑔1(𝑧) = 1
2 ln 1 + 𝑧

1 − 𝑧 ,   𝑔2(𝑧) =  𝑧
1 − 𝑧 ,𝑔�1(𝑧) = 1

2𝑖 ln 1 + 𝑖𝑧
1 − 𝑖𝑧 ,   𝑔�2(𝑧) =  𝑧

1 + 𝑧.  
Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 обладают наглядными геометрическими свойствами. 

Например, область 𝑓(𝐸)для𝑓(𝑧)из 𝐶1является выпуклой в направлении мнимой оси [2], а 
для𝑓(𝑧) из 𝐶2– выпуклой в положительном направлении действительной оси [3].  

В [4-5] введен подкласс 𝐾(𝛾) ⊂ 𝐾 функций, однолистных и почти выпуклых, порядка 𝛾: 

�𝑎𝑟𝑔 𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   0 ≤ 𝛾 ≤ 1,   𝑧 ∈ 𝐸,                                  (4) 

где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, как и в условии (1). Функции класса 𝐾(𝛾) характеризуются тем, что для 
каждой граничной точки области𝑓(𝐸)можно построить угол раствора(1 − 𝛾)𝜋с вершиной в 
этой точке и биссектрисой, уходящей в ∞, целиком принадлежащий внешности 𝑓(𝐸). 

Подклассами класса 𝐾(𝛾), аналогичными классам 𝐶1,𝐶2, являются классы 
𝐶1(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,                                      (2′) 
𝐶2(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ .                                      (3′) 

Как показано в [6-7], функции классов 𝐶1(𝛾), 𝐶2(𝛾) характеризуются достижимостью 
извне области 𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋, соответственно, в направлении мнимой оси и в 
положительном направлении действительной оси.  

Наряду с геометрическими характеристиками, в ряде статей были найдены оценки 
|𝑓(𝑧)|,|𝑓′(𝑧)|. Например, для класса 𝐾(𝛾) – в [4], для класса 𝐶1– в [2], для 𝐶1(𝛾)– в [6]. 

По аналогии с условием (1) М.Рид [8] ввел класс 𝐶𝑆∗ почти звездообразных функций 
𝐹(𝑧) изℋ, удовлетворяющих условию 

𝑅𝑒 𝐹
(𝑧)

𝑔(𝑧) ≥ 0, где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆∗, 𝑧 ∈ 𝐸.                                        (5) 

Его подклассами являются классы 𝐶𝑆1∗,𝐶𝑆2∗[9-11] почти звездообразных функций 𝐹(𝑧)изℋ 
𝐶𝑆1∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧2)𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (6) 
𝐶𝑆2∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧)2𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (7) 

связанные с классами 𝐶1,𝐶2соотношением 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝑘 ⇔ 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝐶𝑆𝑘∗ , 𝑘 = 1,2. При 
условии, что функция 𝐹(𝑧) принимает вещественные значения в точках 𝑧 ∈ (−1,1), класс 
𝐶𝑆1∗ совпадает с классом 𝑇 типично вещественных в круге 𝐸 функций, введенным в [12]. 

В настоящей статье как обобщение классов 𝐶1(𝛾),𝐶2(𝛾) и класса функций с 
ограниченным вращением вводится класс 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), 𝜆,𝛼, 𝛾 ∈ [0; 1],𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋], функций 
𝑓(𝑧) ∈ ℋ, удовлетворяющих условию 

|𝑎𝑟𝑔  [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,   𝑧 ∈ 𝐸.                  (8) 
Также с помощью соотношения 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), где𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), вводится класс 

𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) = �𝐹(𝑧) ∈ ℋ: �arg�(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 𝐹
(𝑧)
𝑧 �� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿� ,   (9) 

обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций.  
В статье исследуются геометрические свойства функций класса 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), а также 

получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности классов 
𝐶�(𝜆,𝛼,𝛾)/𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), которые обобщают многие ранее известные результаты для функций, 

 функций 
f(z) ∈ 

Аннотация. Мақалада белгілі бір бағытта дөңес функциялар кластарын жəне шектеулі 
айналмалы функциялар класын қорытындылайтын 𝑓(𝑧)   дөңес функциялардың 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) кіші класы 
енгізіледі. Осы класс функцияларының геометриялық қасиеттері орнатылып, дөңес функциялардың 
бүкіл класының қасиеттерін нақтылайды, сонымен қатар бұрмаланудың нақты теоремаларымен 
дөңес радиустары алынады. 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) қатынасын қолдана отырып, мұндағы 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), 
𝐹(𝑧) функцияларының 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) класы енгізіліп, жұлдыз тəрізді жəне типтік-нақты 
функциялардың кластарын жалпылайды. 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) класы үшін алынған 
нəтижелер 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) класына ауыстырылады. 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) жəне 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) кластарының ерекше 
жағдайларында белгілі бір бағытта дөңес функциялар, шектеулі айналу функциялары, типтік-
нақты жəне жұлдызтəрізді функциялар үшін бұрын белгілі, соның ішінде классикалық нəтижелер 
алынады. 

Түйін сөздер :аналитикалық функцияларды бағалау, дөңес радиустар, дөңес функциялар, 
типтік-нақты функциялар. 
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Abstract. The article introduces a subclass 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾)of close-to-convex functions𝑓(𝑧), generalizing 
classes of functions convex in a certain direction and a class of functions with bounded turning. The 
geometric properties of functions of this class are established, clarifying the properties of the entire class of 
close-to-convex functions, and exact distortion theorems and convexity radii are obtained. Using the ratio 
𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), where 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), the class 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) of functions 𝐹(𝑧) is introduced, generalizing 
classes of close-to-starlike and typically real functions. The results obtained for the class 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾)are 
transferred to the class 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾). 

In special cases of classes 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) and 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) for functions convex in a certain direction, 
functions with limited rotation, typically real and close-to-starlike functions, previously known, including 
classical, results are obtained. 

keywords: estimates of holomorphic functions, radii of convexity, close-to-convex functions, typically 
real functions. 

 
 
1. Введение, постановка задачи. Пусть ℋ– класс голоморфных в круге 𝐸 = {𝑧: |𝑧| <

1} функций𝑓(𝑧), нормированных условием 𝑓(0) = 𝑓′(0) − 1 = 0. Через 𝑆,𝑆0 и 𝐾 будем 
обозначать соответственно классы однолистных, выпуклых и почти выпуклых в круге E 
функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ. Класс 𝐾введен Одзаки и Капланом (см. [1], §4)  с помощью условия 

𝑅𝑒 �𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≥ 0,   𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, 𝑧ϵ𝐸.                                                (1) 

С каждой функцией𝑔(𝑧) связан подкласс 𝐾𝑔 ⊂ 𝐾, функции которого в определенной степени 
наследуют свойства функции 𝑔(𝑧). При этом𝐾 = ⋃ 𝐾𝑔𝑔(𝑧)∈𝑆0 .  

, удовлетворяющих условию

           

В статьях [2-3] исследовались классы функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ, определяемые условиями 
𝐶1:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (2) 
𝐶2:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (3) 

С классами 𝐶1,𝐶2 тесно связаны классы 𝐶�1 = �𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧2)𝑓�′(𝑧)] > 0� и 𝐶�2 =
�𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧)2𝑓�′(𝑧)] > 0�, к которым легко перейти с помощью преобразований 
𝑓�(𝑧) = (1/𝑖)𝑓(𝑖𝑧) и 𝑓�(𝑧) = −𝑓(−𝑧). Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 являются почти 
выпуклыми, так как удовлетворяют  условию (1), соответственно, с выпуклой функцией 

𝑔1(𝑧) = 1
2 ln 1 + 𝑧

1 − 𝑧 ,   𝑔2(𝑧) =  𝑧
1 − 𝑧 ,𝑔�1(𝑧) = 1

2𝑖 ln 1 + 𝑖𝑧
1 − 𝑖𝑧 ,   𝑔�2(𝑧) =  𝑧

1 + 𝑧.  
Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 обладают наглядными геометрическими свойствами. 

Например, область 𝑓(𝐸)для𝑓(𝑧)из 𝐶1является выпуклой в направлении мнимой оси [2], а 
для𝑓(𝑧) из 𝐶2– выпуклой в положительном направлении действительной оси [3].  

В [4-5] введен подкласс 𝐾(𝛾) ⊂ 𝐾 функций, однолистных и почти выпуклых, порядка 𝛾: 

�𝑎𝑟𝑔 𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   0 ≤ 𝛾 ≤ 1,   𝑧 ∈ 𝐸,                                  (4) 

где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, как и в условии (1). Функции класса 𝐾(𝛾) характеризуются тем, что для 
каждой граничной точки области𝑓(𝐸)можно построить угол раствора(1 − 𝛾)𝜋с вершиной в 
этой точке и биссектрисой, уходящей в ∞, целиком принадлежащий внешности 𝑓(𝐸). 

Подклассами класса 𝐾(𝛾), аналогичными классам 𝐶1,𝐶2, являются классы 
𝐶1(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,                                      (2′) 
𝐶2(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ .                                      (3′) 

Как показано в [6-7], функции классов 𝐶1(𝛾), 𝐶2(𝛾) характеризуются достижимостью 
извне области 𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋, соответственно, в направлении мнимой оси и в 
положительном направлении действительной оси.  

Наряду с геометрическими характеристиками, в ряде статей были найдены оценки 
|𝑓(𝑧)|,|𝑓′(𝑧)|. Например, для класса 𝐾(𝛾) – в [4], для класса 𝐶1– в [2], для 𝐶1(𝛾)– в [6]. 

По аналогии с условием (1) М.Рид [8] ввел класс 𝐶𝑆∗ почти звездообразных функций 
𝐹(𝑧) изℋ, удовлетворяющих условию 

𝑅𝑒 𝐹
(𝑧)

𝑔(𝑧) ≥ 0, где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆∗, 𝑧 ∈ 𝐸.                                        (5) 

Его подклассами являются классы 𝐶𝑆1∗,𝐶𝑆2∗[9-11] почти звездообразных функций 𝐹(𝑧)изℋ 
𝐶𝑆1∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧2)𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (6) 
𝐶𝑆2∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧)2𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (7) 

связанные с классами 𝐶1,𝐶2соотношением 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝑘 ⇔ 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝐶𝑆𝑘∗ , 𝑘 = 1,2. При 
условии, что функция 𝐹(𝑧) принимает вещественные значения в точках 𝑧 ∈ (−1,1), класс 
𝐶𝑆1∗ совпадает с классом 𝑇 типично вещественных в круге 𝐸 функций, введенным в [12]. 

В настоящей статье как обобщение классов 𝐶1(𝛾),𝐶2(𝛾) и класса функций с 
ограниченным вращением вводится класс 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), 𝜆,𝛼, 𝛾 ∈ [0; 1],𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋], функций 
𝑓(𝑧) ∈ ℋ, удовлетворяющих условию 

|𝑎𝑟𝑔  [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,   𝑧 ∈ 𝐸.                  (8) 
Также с помощью соотношения 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), где𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), вводится класс 

𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) = �𝐹(𝑧) ∈ ℋ: �arg�(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 𝐹
(𝑧)
𝑧 �� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿� ,   (9) 

обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций.  
В статье исследуются геометрические свойства функций класса 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), а также 

получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности классов 
𝐶�(𝜆,𝛼,𝛾)/𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), которые обобщают многие ранее известные результаты для функций, 

                 (8)

Также с помощью соотношения 

В статьях [2-3] исследовались классы функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ, определяемые условиями 
𝐶1:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (2) 
𝐶2:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (3) 

С классами 𝐶1,𝐶2 тесно связаны классы 𝐶�1 = �𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧2)𝑓�′(𝑧)] > 0� и 𝐶�2 =
�𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧)2𝑓�′(𝑧)] > 0�, к которым легко перейти с помощью преобразований 
𝑓�(𝑧) = (1/𝑖)𝑓(𝑖𝑧) и 𝑓�(𝑧) = −𝑓(−𝑧). Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 являются почти 
выпуклыми, так как удовлетворяют  условию (1), соответственно, с выпуклой функцией 

𝑔1(𝑧) = 1
2 ln 1 + 𝑧

1 − 𝑧 ,   𝑔2(𝑧) =  𝑧
1 − 𝑧 ,𝑔�1(𝑧) = 1

2𝑖 ln 1 + 𝑖𝑧
1 − 𝑖𝑧 ,   𝑔�2(𝑧) =  𝑧

1 + 𝑧.  
Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 обладают наглядными геометрическими свойствами. 

Например, область 𝑓(𝐸)для𝑓(𝑧)из 𝐶1является выпуклой в направлении мнимой оси [2], а 
для𝑓(𝑧) из 𝐶2– выпуклой в положительном направлении действительной оси [3].  

В [4-5] введен подкласс 𝐾(𝛾) ⊂ 𝐾 функций, однолистных и почти выпуклых, порядка 𝛾: 

�𝑎𝑟𝑔 𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   0 ≤ 𝛾 ≤ 1,   𝑧 ∈ 𝐸,                                  (4) 

где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, как и в условии (1). Функции класса 𝐾(𝛾) характеризуются тем, что для 
каждой граничной точки области𝑓(𝐸)можно построить угол раствора(1 − 𝛾)𝜋с вершиной в 
этой точке и биссектрисой, уходящей в ∞, целиком принадлежащий внешности 𝑓(𝐸). 

Подклассами класса 𝐾(𝛾), аналогичными классам 𝐶1,𝐶2, являются классы 
𝐶1(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,                                      (2′) 
𝐶2(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ .                                      (3′) 

Как показано в [6-7], функции классов 𝐶1(𝛾), 𝐶2(𝛾) характеризуются достижимостью 
извне области 𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋, соответственно, в направлении мнимой оси и в 
положительном направлении действительной оси.  

Наряду с геометрическими характеристиками, в ряде статей были найдены оценки 
|𝑓(𝑧)|,|𝑓′(𝑧)|. Например, для класса 𝐾(𝛾) – в [4], для класса 𝐶1– в [2], для 𝐶1(𝛾)– в [6]. 

По аналогии с условием (1) М.Рид [8] ввел класс 𝐶𝑆∗ почти звездообразных функций 
𝐹(𝑧) изℋ, удовлетворяющих условию 

𝑅𝑒 𝐹
(𝑧)

𝑔(𝑧) ≥ 0, где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆∗, 𝑧 ∈ 𝐸.                                        (5) 

Его подклассами являются классы 𝐶𝑆1∗,𝐶𝑆2∗[9-11] почти звездообразных функций 𝐹(𝑧)изℋ 
𝐶𝑆1∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧2)𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (6) 
𝐶𝑆2∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧)2𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (7) 

связанные с классами 𝐶1,𝐶2соотношением 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝑘 ⇔ 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝐶𝑆𝑘∗ , 𝑘 = 1,2. При 
условии, что функция 𝐹(𝑧) принимает вещественные значения в точках 𝑧 ∈ (−1,1), класс 
𝐶𝑆1∗ совпадает с классом 𝑇 типично вещественных в круге 𝐸 функций, введенным в [12]. 

В настоящей статье как обобщение классов 𝐶1(𝛾),𝐶2(𝛾) и класса функций с 
ограниченным вращением вводится класс 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), 𝜆,𝛼, 𝛾 ∈ [0; 1],𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋], функций 
𝑓(𝑧) ∈ ℋ, удовлетворяющих условию 

|𝑎𝑟𝑔  [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,   𝑧 ∈ 𝐸.                  (8) 
Также с помощью соотношения 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), где𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), вводится класс 

𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) = �𝐹(𝑧) ∈ ℋ: �arg�(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 𝐹
(𝑧)
𝑧 �� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿� ,   (9) 

обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций.  
В статье исследуются геометрические свойства функций класса 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), а также 

получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности классов 
𝐶�(𝜆,𝛼,𝛾)/𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), которые обобщают многие ранее известные результаты для функций, 

, где 

В статьях [2-3] исследовались классы функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ, определяемые условиями 
𝐶1:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (2) 
𝐶2:      𝑅𝑒 [(1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧)] > 0,                                                          (3) 

С классами 𝐶1,𝐶2 тесно связаны классы 𝐶�1 = �𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧2)𝑓�′(𝑧)] > 0� и 𝐶�2 =
�𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧)2𝑓�′(𝑧)] > 0�, к которым легко перейти с помощью преобразований 
𝑓�(𝑧) = (1/𝑖)𝑓(𝑖𝑧) и 𝑓�(𝑧) = −𝑓(−𝑧). Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 являются почти 
выпуклыми, так как удовлетворяют  условию (1), соответственно, с выпуклой функцией 

𝑔1(𝑧) = 1
2 ln 1 + 𝑧

1 − 𝑧 ,   𝑔2(𝑧) =  𝑧
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2𝑖 ln 1 + 𝑖𝑧
1 − 𝑖𝑧 ,   𝑔�2(𝑧) =  𝑧

1 + 𝑧.  
Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 обладают наглядными геометрическими свойствами. 

Например, область 𝑓(𝐸)для𝑓(𝑧)из 𝐶1является выпуклой в направлении мнимой оси [2], а 
для𝑓(𝑧) из 𝐶2– выпуклой в положительном направлении действительной оси [3].  

В [4-5] введен подкласс 𝐾(𝛾) ⊂ 𝐾 функций, однолистных и почти выпуклых, порядка 𝛾: 

�𝑎𝑟𝑔 𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   0 ≤ 𝛾 ≤ 1,   𝑧 ∈ 𝐸,                                  (4) 

где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, как и в условии (1). Функции класса 𝐾(𝛾) характеризуются тем, что для 
каждой граничной точки области𝑓(𝐸)можно построить угол раствора(1 − 𝛾)𝜋с вершиной в 
этой точке и биссектрисой, уходящей в ∞, целиком принадлежащий внешности 𝑓(𝐸). 

Подклассами класса 𝐾(𝛾), аналогичными классам 𝐶1,𝐶2, являются классы 
𝐶1(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,                                      (2′) 
𝐶2(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ .                                      (3′) 

Как показано в [6-7], функции классов 𝐶1(𝛾), 𝐶2(𝛾) характеризуются достижимостью 
извне области 𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋, соответственно, в направлении мнимой оси и в 
положительном направлении действительной оси.  

Наряду с геометрическими характеристиками, в ряде статей были найдены оценки 
|𝑓(𝑧)|,|𝑓′(𝑧)|. Например, для класса 𝐾(𝛾) – в [4], для класса 𝐶1– в [2], для 𝐶1(𝛾)– в [6]. 

По аналогии с условием (1) М.Рид [8] ввел класс 𝐶𝑆∗ почти звездообразных функций 
𝐹(𝑧) изℋ, удовлетворяющих условию 

𝑅𝑒 𝐹
(𝑧)

𝑔(𝑧) ≥ 0, где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆∗, 𝑧 ∈ 𝐸.                                        (5) 

Его подклассами являются классы 𝐶𝑆1∗,𝐶𝑆2∗[9-11] почти звездообразных функций 𝐹(𝑧)изℋ 
𝐶𝑆1∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧2)𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (6) 
𝐶𝑆2∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧)2𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (7) 

связанные с классами 𝐶1,𝐶2соотношением 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝑘 ⇔ 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝐶𝑆𝑘∗ , 𝑘 = 1,2. При 
условии, что функция 𝐹(𝑧) принимает вещественные значения в точках 𝑧 ∈ (−1,1), класс 
𝐶𝑆1∗ совпадает с классом 𝑇 типично вещественных в круге 𝐸 функций, введенным в [12]. 

В настоящей статье как обобщение классов 𝐶1(𝛾),𝐶2(𝛾) и класса функций с 
ограниченным вращением вводится класс 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), 𝜆,𝛼, 𝛾 ∈ [0; 1],𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋], функций 
𝑓(𝑧) ∈ ℋ, удовлетворяющих условию 

|𝑎𝑟𝑔  [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,   𝑧 ∈ 𝐸.                  (8) 
Также с помощью соотношения 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), где𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), вводится класс 

𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) = �𝐹(𝑧) ∈ ℋ: �arg�(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 𝐹
(𝑧)
𝑧 �� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿� ,   (9) 

обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций.  
В статье исследуются геометрические свойства функций класса 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), а также 

получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности классов 
𝐶�(𝜆,𝛼,𝛾)/𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), которые обобщают многие ранее известные результаты для функций, 
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В статьях [2-3] исследовались классы функций 𝑓(𝑧) ∈ ℋ, определяемые условиями 
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�𝑓�(𝑧) ∈ ℋ: 𝑅𝑒 [(1 + 𝑧)2𝑓�′(𝑧)] > 0�, к которым легко перейти с помощью преобразований 
𝑓�(𝑧) = (1/𝑖)𝑓(𝑖𝑧) и 𝑓�(𝑧) = −𝑓(−𝑧). Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 являются почти 
выпуклыми, так как удовлетворяют  условию (1), соответственно, с выпуклой функцией 
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2 ln 1 + 𝑧

1 − 𝑧 ,   𝑔2(𝑧) =  𝑧
1 − 𝑧 ,𝑔�1(𝑧) = 1

2𝑖 ln 1 + 𝑖𝑧
1 − 𝑖𝑧 ,   𝑔�2(𝑧) =  𝑧

1 + 𝑧.  
Функции классов 𝐶1,𝐶2,𝐶�1,𝐶�2 обладают наглядными геометрическими свойствами. 

Например, область 𝑓(𝐸)для𝑓(𝑧)из 𝐶1является выпуклой в направлении мнимой оси [2], а 
для𝑓(𝑧) из 𝐶2– выпуклой в положительном направлении действительной оси [3].  

В [4-5] введен подкласс 𝐾(𝛾) ⊂ 𝐾 функций, однолистных и почти выпуклых, порядка 𝛾: 

�𝑎𝑟𝑔 𝑓
′(𝑧)

𝑔′(𝑧)� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   0 ≤ 𝛾 ≤ 1,   𝑧 ∈ 𝐸,                                  (4) 

где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆0, как и в условии (1). Функции класса 𝐾(𝛾) характеризуются тем, что для 
каждой граничной точки области𝑓(𝐸)можно построить угол раствора(1 − 𝛾)𝜋с вершиной в 
этой точке и биссектрисой, уходящей в ∞, целиком принадлежащий внешности 𝑓(𝐸). 

Подклассами класса 𝐾(𝛾), аналогичными классам 𝐶1,𝐶2, являются классы 
𝐶1(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧2)𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,                                      (2′) 
𝐶2(𝛾):    |𝑎𝑟𝑔 ((1 − 𝑧)2𝑓′(𝑧))| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ .                                      (3′) 

Как показано в [6-7], функции классов 𝐶1(𝛾), 𝐶2(𝛾) характеризуются достижимостью 
извне области 𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋, соответственно, в направлении мнимой оси и в 
положительном направлении действительной оси.  

Наряду с геометрическими характеристиками, в ряде статей были найдены оценки 
|𝑓(𝑧)|,|𝑓′(𝑧)|. Например, для класса 𝐾(𝛾) – в [4], для класса 𝐶1– в [2], для 𝐶1(𝛾)– в [6]. 

По аналогии с условием (1) М.Рид [8] ввел класс 𝐶𝑆∗ почти звездообразных функций 
𝐹(𝑧) изℋ, удовлетворяющих условию 

𝑅𝑒 𝐹
(𝑧)

𝑔(𝑧) ≥ 0, где 𝑔(𝑧) ∈ 𝑆∗, 𝑧 ∈ 𝐸.                                        (5) 

Его подклассами являются классы 𝐶𝑆1∗,𝐶𝑆2∗[9-11] почти звездообразных функций 𝐹(𝑧)изℋ 
𝐶𝑆1∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧2)𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (6) 
𝐶𝑆2∗:        𝑅𝑒 {(1 − 𝑧)2𝐹(𝑧)/𝑧} ≥ 0,                                        (7) 

связанные с классами 𝐶1,𝐶2соотношением 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝑘 ⇔ 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝐶𝑆𝑘∗ , 𝑘 = 1,2. При 
условии, что функция 𝐹(𝑧) принимает вещественные значения в точках 𝑧 ∈ (−1,1), класс 
𝐶𝑆1∗ совпадает с классом 𝑇 типично вещественных в круге 𝐸 функций, введенным в [12]. 

В настоящей статье как обобщение классов 𝐶1(𝛾),𝐶2(𝛾) и класса функций с 
ограниченным вращением вводится класс 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), 𝜆,𝛼, 𝛾 ∈ [0; 1],𝛿 ∈ [−𝜋;𝜋], функций 
𝑓(𝑧) ∈ ℋ, удовлетворяющих условию 

|𝑎𝑟𝑔  [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,   𝑧 ∈ 𝐸.                  (8) 
Также с помощью соотношения 𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧), где𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), вводится класс 

𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) = �𝐹(𝑧) ∈ ℋ: �arg�(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 𝐹
(𝑧)
𝑧 �� ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿� ,   (9) 

обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций.  
В статье исследуются геометрические свойства функций класса 𝐶�(𝜆,𝛼, 𝛾), а также 

получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности классов 
𝐶�(𝜆,𝛼,𝛾)/𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), которые обобщают многие ранее известные результаты для функций, 

 (9)

обобщающий классы почти звездообразных и типично-вещественных функций. 
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В статье исследуются геометрические свойства функций класса Cd(l, a, g), а также 
получены точные теоремы искажения/роста и радиусы выпуклости/звездообразности 
классов Cd(l, a, g) / Td(l, a, g), которые обобщают многие ранее известные результаты 
для функций, выпуклых в определенном направлении, функций с ограниченным вра-
щением, типично-вещественных и почти звездообразных функций.

2. Методы и материалы. Основными методами исследования являются метод 
конформных отображений и метод подчиненности голоморфных функций [1, 13].

3. Геометрическая характеристика функций класс Cd(l, a, g). Нетрудно заме-
тить, что C0(1, 0, g) и C0(1, 1, g) = C2 (g) и при g = l = 1 при определенных значениях d и a 
классы 

выпуклых в определенном направлении, функций с ограниченным вращением, типично-
вещественных и почти звездообразных функций. 

 
2. Методы и материалы. Основными методами исследования являются  метод 

конформных отображений и метод подчиненности голоморфных функций [1, 13]. 
 
3. Геометрическая характеристика функций класс 𝑪𝜹(𝝀,𝜶,𝜸). Нетрудно заметить, 

что 𝐶0(1,0, γ) = 𝐶1(𝛾) и 𝐶0(1,1, γ) = 𝐶2(𝛾) и при 𝛾 = 𝜆 = 1 при определенных значениях 𝛿 и 
𝛼 классы 𝐶1,  𝐶2, 𝐶�1,𝐶�2 являются подклассами класса 𝐶𝛿(1,𝛼, 1). Кроме того, при 𝜆 → 0 
осуществляется простой параметрический переход от класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, γ) к подклассу функций 
с ограниченным вращением (см. [1;§4]), заданному условием |arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

Все функции класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾) являются однолистными и почти выпуклыми порядка 𝛾, 
поскольку в силу (8) функция 𝑓(𝑧) удовлетворяет условию (4) с выпуклой функцией  

𝑔(𝑧) = 1
2𝛼𝜀 ��

1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼
− 1�                                                         (10) 

и для нее 𝑔′(𝑧) = [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼]−1. Поэтому, как и для 𝐾(𝛾), функции 𝑓(𝑧) класса 
𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) обладают свойством достижимости извне области𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋.  

В частных случаях, при 𝜆 = 1, когда 𝛼 = 1 или 𝛼 = 0, можно дать более точную 
геометрическую характеристику функций𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾). 

Рассмотрим сложную функцию Φ(𝑤) = 𝑓[𝑔−1(𝑤)], где функция 𝑤 = 𝑔(𝑧) определена 
по формуле (10). Функция Φ(𝑤) является голоморфной в области 𝐷 = 𝑔(𝐸). В силу (8)  

|argΦ′(𝑤)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,   𝑤 ∈ 𝐷.                                                       (11) 
Если 𝛼 = 1, то 𝐷 есть полуплоскость �𝑤:𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� > 0�. В силу (11) и геометрического 

смысла аргумента производной касательная к кривой 𝑓�𝑒𝑖𝜃�, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, в любой граничной 
точке области 𝑓(𝐸) может отклоняться от прямой 𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0 на угол, не превосходящий 
𝛾𝜋/2. Поэтому для каждой граничной точки области 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) можно построить угол 
раствора (1 − 𝛾)𝜋 с вершиной в этой точке и биссектрисой, перпендикулярной прямой 
𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0, целиком лежащий в области 𝑓(𝐸) или в ее внешности. 

При 𝛼 → 0 функция (10) преобразуется в функцию 𝑔(𝑧) = 1
2𝜀 ln 1+𝜀𝑧

1−𝜀𝑧и область 𝐷есть 
полоса {𝑤: |𝐼𝑚𝑤| < 𝜋 4⁄ }. Поэтому из условия (11) следует, что область 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) 
достижима извне углами раствора (1 − 𝛾)𝜋с биссектрисами, перпендикулярными прямой 
𝐼𝑚�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0. При 𝛿 = 0 этот случай исследован в статье [6]. 

 
4. Теоремы искажения в классе 𝑪𝜹(𝝀,𝜶,𝜸)и его подклассах.  
Теорема 1. Пусть𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Тогда при|𝑧| = 𝑟, 0 < 𝑟 < 1, справедливы оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝜆𝑟
1 − 𝜆𝑟�

𝛼
�1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,                                    (12) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 , 𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 .                               (13) 

Оценки точные и достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝑓0(𝑧) =  ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑡
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑡�

𝛾

�1 + 𝜀𝑡
1 − 𝜀𝑡�

𝛼𝑧

0

𝑑𝑡
1 − 𝜀2𝑡2 .                              (14) 

Доказательство. Обозначив 

ℎ(𝑧) = (1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 = �1 − 𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧�

𝛼
(1 − 𝜀2𝑧2),        𝜑0(𝑧) = �1 + 𝑧

1 − 𝑧�
𝛾

, 
условие (8) перепишем в виде подчиненности функций 𝜑(𝑧) = ℎ(𝑧)𝑓′ (𝑧) ≺ 𝜑0(𝑧). Отсюда  

 являются подклассами класса Cd(1, a, 1). Кроме того, при  l → 0 
осуществляется простой параметрический переход от класса Cd(l, a, g) к под-
классу функций с ограниченным вращением (см. [1;§4]), заданному условием 

выпуклых в определенном направлении, функций с ограниченным вращением, типично-
вещественных и почти звездообразных функций. 
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𝐼𝑚�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0. При 𝛿 = 0 этот случай исследован в статье [6]. 
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Доказательство. Обозначив 
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1 − 𝑧�
𝛾

, 
условие (8) перепишем в виде подчиненности функций 𝜑(𝑧) = ℎ(𝑧)𝑓′ (𝑧) ≺ 𝜑0(𝑧). Отсюда  

Все функции класса Cd(l, a, g) являются однолистными и почти выпуклыми по-
рядка g, поскольку в силу (8) функция f(z) удовлетворяет условию (4) с выпуклой 
функцией 

                                       

выпуклых в определенном направлении, функций с ограниченным вращением, типично-
вещественных и почти звездообразных функций. 

 
2. Методы и материалы. Основными методами исследования являются  метод 

конформных отображений и метод подчиненности голоморфных функций [1, 13]. 
 
3. Геометрическая характеристика функций класс 𝑪𝜹(𝝀,𝜶,𝜸). Нетрудно заметить, 

что 𝐶0(1,0, γ) = 𝐶1(𝛾) и 𝐶0(1,1, γ) = 𝐶2(𝛾) и при 𝛾 = 𝜆 = 1 при определенных значениях 𝛿 и 
𝛼 классы 𝐶1,  𝐶2, 𝐶�1,𝐶�2 являются подклассами класса 𝐶𝛿(1,𝛼, 1). Кроме того, при 𝜆 → 0 
осуществляется простой параметрический переход от класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, γ) к подклассу функций 
с ограниченным вращением (см. [1;§4]), заданному условием |arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

Все функции класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾) являются однолистными и почти выпуклыми порядка 𝛾, 
поскольку в силу (8) функция 𝑓(𝑧) удовлетворяет условию (4) с выпуклой функцией  
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𝛼
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и для нее 𝑔′(𝑧) = [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼]−1. Поэтому, как и для 𝐾(𝛾), функции 𝑓(𝑧) класса 
𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) обладают свойством достижимости извне области𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋.  

В частных случаях, при 𝜆 = 1, когда 𝛼 = 1 или 𝛼 = 0, можно дать более точную 
геометрическую характеристику функций𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾). 

Рассмотрим сложную функцию Φ(𝑤) = 𝑓[𝑔−1(𝑤)], где функция 𝑤 = 𝑔(𝑧) определена 
по формуле (10). Функция Φ(𝑤) является голоморфной в области 𝐷 = 𝑔(𝐸). В силу (8)  

|argΦ′(𝑤)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,   𝑤 ∈ 𝐷.                                                       (11) 
Если 𝛼 = 1, то 𝐷 есть полуплоскость �𝑤:𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� > 0�. В силу (11) и геометрического 

смысла аргумента производной касательная к кривой 𝑓�𝑒𝑖𝜃�, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, в любой граничной 
точке области 𝑓(𝐸) может отклоняться от прямой 𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0 на угол, не превосходящий 
𝛾𝜋/2. Поэтому для каждой граничной точки области 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) можно построить угол 
раствора (1 − 𝛾)𝜋 с вершиной в этой точке и биссектрисой, перпендикулярной прямой 
𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0, целиком лежащий в области 𝑓(𝐸) или в ее внешности. 

При 𝛼 → 0 функция (10) преобразуется в функцию 𝑔(𝑧) = 1
2𝜀 ln 1+𝜀𝑧

1−𝜀𝑧и область 𝐷есть 
полоса {𝑤: |𝐼𝑚𝑤| < 𝜋 4⁄ }. Поэтому из условия (11) следует, что область 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) 
достижима извне углами раствора (1 − 𝛾)𝜋с биссектрисами, перпендикулярными прямой 
𝐼𝑚�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0. При 𝛿 = 0 этот случай исследован в статье [6]. 

 
4. Теоремы искажения в классе 𝑪𝜹(𝝀,𝜶,𝜸)и его подклассах.  
Теорема 1. Пусть𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Тогда при|𝑧| = 𝑟, 0 < 𝑟 < 1, справедливы оценки 
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ℎ(𝑧) = (1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 = �1 − 𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧�

𝛼
(1 − 𝜀2𝑧2),        𝜑0(𝑧) = �1 + 𝑧

1 − 𝑧�
𝛾

, 
условие (8) перепишем в виде подчиненности функций 𝜑(𝑧) = ℎ(𝑧)𝑓′ (𝑧) ≺ 𝜑0(𝑧). Отсюда  
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1 − 𝜀2𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 , 𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 .                               (13) 

Оценки точные и достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝑓0(𝑧) =  ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑡
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𝑑𝑡
1 − 𝜀2𝑡2 .                              (14) 

Доказательство. Обозначив 

ℎ(𝑧) = (1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 = �1 − 𝜀𝑧
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𝛼
(1 − 𝜀2𝑧2),        𝜑0(𝑧) = �1 + 𝑧

1 − 𝑧�
𝛾

, 
условие (8) перепишем в виде подчиненности функций 𝜑(𝑧) = ℎ(𝑧)𝑓′ (𝑧) ≺ 𝜑0(𝑧). Отсюда  

Рассмотрим сложную функцию 

выпуклых в определенном направлении, функций с ограниченным вращением, типично-
вещественных и почти звездообразных функций. 

 
2. Методы и материалы. Основными методами исследования являются  метод 

конформных отображений и метод подчиненности голоморфных функций [1, 13]. 
 
3. Геометрическая характеристика функций класс 𝑪𝜹(𝝀,𝜶,𝜸). Нетрудно заметить, 

что 𝐶0(1,0, γ) = 𝐶1(𝛾) и 𝐶0(1,1, γ) = 𝐶2(𝛾) и при 𝛾 = 𝜆 = 1 при определенных значениях 𝛿 и 
𝛼 классы 𝐶1,  𝐶2, 𝐶�1,𝐶�2 являются подклассами класса 𝐶𝛿(1,𝛼, 1). Кроме того, при 𝜆 → 0 
осуществляется простой параметрический переход от класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, γ) к подклассу функций 
с ограниченным вращением (см. [1;§4]), заданному условием |arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

Все функции класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾) являются однолистными и почти выпуклыми порядка 𝛾, 
поскольку в силу (8) функция 𝑓(𝑧) удовлетворяет условию (4) с выпуклой функцией  

𝑔(𝑧) = 1
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𝛼
− 1�                                                         (10) 

и для нее 𝑔′(𝑧) = [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼]−1. Поэтому, как и для 𝐾(𝛾), функции 𝑓(𝑧) класса 
𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) обладают свойством достижимости извне области𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋.  

В частных случаях, при 𝜆 = 1, когда 𝛼 = 1 или 𝛼 = 0, можно дать более точную 
геометрическую характеристику функций𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾). 

Рассмотрим сложную функцию Φ(𝑤) = 𝑓[𝑔−1(𝑤)], где функция 𝑤 = 𝑔(𝑧) определена 
по формуле (10). Функция Φ(𝑤) является голоморфной в области 𝐷 = 𝑔(𝐸). В силу (8)  

|argΦ′(𝑤)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,   𝑤 ∈ 𝐷.                                                       (11) 
Если 𝛼 = 1, то 𝐷 есть полуплоскость �𝑤:𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� > 0�. В силу (11) и геометрического 

смысла аргумента производной касательная к кривой 𝑓�𝑒𝑖𝜃�, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, в любой граничной 
точке области 𝑓(𝐸) может отклоняться от прямой 𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0 на угол, не превосходящий 
𝛾𝜋/2. Поэтому для каждой граничной точки области 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) можно построить угол 
раствора (1 − 𝛾)𝜋 с вершиной в этой точке и биссектрисой, перпендикулярной прямой 
𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0, целиком лежащий в области 𝑓(𝐸) или в ее внешности. 

При 𝛼 → 0 функция (10) преобразуется в функцию 𝑔(𝑧) = 1
2𝜀 ln 1+𝜀𝑧

1−𝜀𝑧и область 𝐷есть 
полоса {𝑤: |𝐼𝑚𝑤| < 𝜋 4⁄ }. Поэтому из условия (11) следует, что область 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) 
достижима извне углами раствора (1 − 𝛾)𝜋с биссектрисами, перпендикулярными прямой 
𝐼𝑚�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0. При 𝛿 = 0 этот случай исследован в статье [6]. 

 
4. Теоремы искажения в классе 𝑪𝜹(𝝀,𝜶,𝜸)и его подклассах.  
Теорема 1. Пусть𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Тогда при|𝑧| = 𝑟, 0 < 𝑟 < 1, справедливы оценки 
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Оценки точные и достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝑓0(𝑧) =  ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑡
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑡�

𝛾

�1 + 𝜀𝑡
1 − 𝜀𝑡�

𝛼𝑧

0

𝑑𝑡
1 − 𝜀2𝑡2 .                              (14) 

Доказательство. Обозначив 
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, 
условие (8) перепишем в виде подчиненности функций 𝜑(𝑧) = ℎ(𝑧)𝑓′ (𝑧) ≺ 𝜑0(𝑧). Отсюда  

 где функция w = 

выпуклых в определенном направлении, функций с ограниченным вращением, типично-
вещественных и почти звездообразных функций. 

 
2. Методы и материалы. Основными методами исследования являются  метод 

конформных отображений и метод подчиненности голоморфных функций [1, 13]. 
 
3. Геометрическая характеристика функций класс 𝑪𝜹(𝝀,𝜶,𝜸). Нетрудно заметить, 

что 𝐶0(1,0, γ) = 𝐶1(𝛾) и 𝐶0(1,1, γ) = 𝐶2(𝛾) и при 𝛾 = 𝜆 = 1 при определенных значениях 𝛿 и 
𝛼 классы 𝐶1,  𝐶2, 𝐶�1,𝐶�2 являются подклассами класса 𝐶𝛿(1,𝛼, 1). Кроме того, при 𝜆 → 0 
осуществляется простой параметрический переход от класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, γ) к подклассу функций 
с ограниченным вращением (см. [1;§4]), заданному условием |arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

Все функции класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾) являются однолистными и почти выпуклыми порядка 𝛾, 
поскольку в силу (8) функция 𝑓(𝑧) удовлетворяет условию (4) с выпуклой функцией  
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и для нее 𝑔′(𝑧) = [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼]−1. Поэтому, как и для 𝐾(𝛾), функции 𝑓(𝑧) класса 
𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) обладают свойством достижимости извне области𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋.  

В частных случаях, при 𝜆 = 1, когда 𝛼 = 1 или 𝛼 = 0, можно дать более точную 
геометрическую характеристику функций𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾). 

Рассмотрим сложную функцию Φ(𝑤) = 𝑓[𝑔−1(𝑤)], где функция 𝑤 = 𝑔(𝑧) определена 
по формуле (10). Функция Φ(𝑤) является голоморфной в области 𝐷 = 𝑔(𝐸). В силу (8)  

|argΦ′(𝑤)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,   𝑤 ∈ 𝐷.                                                       (11) 
Если 𝛼 = 1, то 𝐷 есть полуплоскость �𝑤:𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� > 0�. В силу (11) и геометрического 

смысла аргумента производной касательная к кривой 𝑓�𝑒𝑖𝜃�, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, в любой граничной 
точке области 𝑓(𝐸) может отклоняться от прямой 𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0 на угол, не превосходящий 
𝛾𝜋/2. Поэтому для каждой граничной точки области 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) можно построить угол 
раствора (1 − 𝛾)𝜋 с вершиной в этой точке и биссектрисой, перпендикулярной прямой 
𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0, целиком лежащий в области 𝑓(𝐸) или в ее внешности. 

При 𝛼 → 0 функция (10) преобразуется в функцию 𝑔(𝑧) = 1
2𝜀 ln 1+𝜀𝑧

1−𝜀𝑧и область 𝐷есть 
полоса {𝑤: |𝐼𝑚𝑤| < 𝜋 4⁄ }. Поэтому из условия (11) следует, что область 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) 
достижима извне углами раствора (1 − 𝛾)𝜋с биссектрисами, перпендикулярными прямой 
𝐼𝑚�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0. При 𝛿 = 0 этот случай исследован в статье [6]. 

 
4. Теоремы искажения в классе 𝑪𝜹(𝝀,𝜶,𝜸)и его подклассах.  
Теорема 1. Пусть𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Тогда при|𝑧| = 𝑟, 0 < 𝑟 < 1, справедливы оценки 
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Оценки точные и достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝑓0(𝑧) =  ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑡
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑡�

𝛾

�1 + 𝜀𝑡
1 − 𝜀𝑡�

𝛼𝑧

0

𝑑𝑡
1 − 𝜀2𝑡2 .                              (14) 

Доказательство. Обозначив 

ℎ(𝑧) = (1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 = �1 − 𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧�

𝛼
(1 − 𝜀2𝑧2),        𝜑0(𝑧) = �1 + 𝑧

1 − 𝑧�
𝛾

, 
условие (8) перепишем в виде подчиненности функций 𝜑(𝑧) = ℎ(𝑧)𝑓′ (𝑧) ≺ 𝜑0(𝑧). Отсюда  

 опреде-
лена по формуле (10). Функция Ф(w) является голоморфной в области 

выпуклых в определенном направлении, функций с ограниченным вращением, типично-
вещественных и почти звездообразных функций. 

 
2. Методы и материалы. Основными методами исследования являются  метод 

конформных отображений и метод подчиненности голоморфных функций [1, 13]. 
 
3. Геометрическая характеристика функций класс 𝑪𝜹(𝝀,𝜶,𝜸). Нетрудно заметить, 

что 𝐶0(1,0, γ) = 𝐶1(𝛾) и 𝐶0(1,1, γ) = 𝐶2(𝛾) и при 𝛾 = 𝜆 = 1 при определенных значениях 𝛿 и 
𝛼 классы 𝐶1,  𝐶2, 𝐶�1,𝐶�2 являются подклассами класса 𝐶𝛿(1,𝛼, 1). Кроме того, при 𝜆 → 0 
осуществляется простой параметрический переход от класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, γ) к подклассу функций 
с ограниченным вращением (см. [1;§4]), заданному условием |arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

Все функции класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾) являются однолистными и почти выпуклыми порядка 𝛾, 
поскольку в силу (8) функция 𝑓(𝑧) удовлетворяет условию (4) с выпуклой функцией  

𝑔(𝑧) = 1
2𝛼𝜀 ��

1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼
− 1�                                                         (10) 

и для нее 𝑔′(𝑧) = [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼]−1. Поэтому, как и для 𝐾(𝛾), функции 𝑓(𝑧) класса 
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геометрическую характеристику функций𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾). 

Рассмотрим сложную функцию Φ(𝑤) = 𝑓[𝑔−1(𝑤)], где функция 𝑤 = 𝑔(𝑧) определена 
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точке области 𝑓(𝐸) может отклоняться от прямой 𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0 на угол, не превосходящий 
𝛾𝜋/2. Поэтому для каждой граничной точки области 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) можно построить угол 
раствора (1 − 𝛾)𝜋 с вершиной в этой точке и биссектрисой, перпендикулярной прямой 
𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0, целиком лежащий в области 𝑓(𝐸) или в ее внешности. 
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полоса {𝑤: |𝐼𝑚𝑤| < 𝜋 4⁄ }. Поэтому из условия (11) следует, что область 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) 
достижима извне углами раствора (1 − 𝛾)𝜋с биссектрисами, перпендикулярными прямой 
𝐼𝑚�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0. При 𝛿 = 0 этот случай исследован в статье [6]. 

 
4. Теоремы искажения в классе 𝑪𝜹(𝝀,𝜶,𝜸)и его подклассах.  
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Оценки точные и достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 
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Доказательство. Обозначив 
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, 
условие (8) перепишем в виде подчиненности функций 𝜑(𝑧) = ℎ(𝑧)𝑓′ (𝑧) ≺ 𝜑0(𝑧). Отсюда  

. В 
силу (8) 

                                       

выпуклых в определенном направлении, функций с ограниченным вращением, типично-
вещественных и почти звездообразных функций. 

 
2. Методы и материалы. Основными методами исследования являются  метод 

конформных отображений и метод подчиненности голоморфных функций [1, 13]. 
 
3. Геометрическая характеристика функций класс 𝑪𝜹(𝝀,𝜶,𝜸). Нетрудно заметить, 

что 𝐶0(1,0, γ) = 𝐶1(𝛾) и 𝐶0(1,1, γ) = 𝐶2(𝛾) и при 𝛾 = 𝜆 = 1 при определенных значениях 𝛿 и 
𝛼 классы 𝐶1,  𝐶2, 𝐶�1,𝐶�2 являются подклассами класса 𝐶𝛿(1,𝛼, 1). Кроме того, при 𝜆 → 0 
осуществляется простой параметрический переход от класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, γ) к подклассу функций 
с ограниченным вращением (см. [1;§4]), заданному условием |arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

Все функции класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾) являются однолистными и почти выпуклыми порядка 𝛾, 
поскольку в силу (8) функция 𝑓(𝑧) удовлетворяет условию (4) с выпуклой функцией  
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и для нее 𝑔′(𝑧) = [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼]−1. Поэтому, как и для 𝐾(𝛾), функции 𝑓(𝑧) класса 
𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) обладают свойством достижимости извне области𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋.  

В частных случаях, при 𝜆 = 1, когда 𝛼 = 1 или 𝛼 = 0, можно дать более точную 
геометрическую характеристику функций𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾). 

Рассмотрим сложную функцию Φ(𝑤) = 𝑓[𝑔−1(𝑤)], где функция 𝑤 = 𝑔(𝑧) определена 
по формуле (10). Функция Φ(𝑤) является голоморфной в области 𝐷 = 𝑔(𝐸). В силу (8)  

|argΦ′(𝑤)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,   𝑤 ∈ 𝐷.                                                       (11) 
Если 𝛼 = 1, то 𝐷 есть полуплоскость �𝑤:𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� > 0�. В силу (11) и геометрического 

смысла аргумента производной касательная к кривой 𝑓�𝑒𝑖𝜃�, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, в любой граничной 
точке области 𝑓(𝐸) может отклоняться от прямой 𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0 на угол, не превосходящий 
𝛾𝜋/2. Поэтому для каждой граничной точки области 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) можно построить угол 
раствора (1 − 𝛾)𝜋 с вершиной в этой точке и биссектрисой, перпендикулярной прямой 
𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0, целиком лежащий в области 𝑓(𝐸) или в ее внешности. 
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полоса {𝑤: |𝐼𝑚𝑤| < 𝜋 4⁄ }. Поэтому из условия (11) следует, что область 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) 
достижима извне углами раствора (1 − 𝛾)𝜋с биссектрисами, перпендикулярными прямой 
𝐼𝑚�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0. При 𝛿 = 0 этот случай исследован в статье [6]. 
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|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝜆𝑟
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2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 , 𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 .                               (13) 

Оценки точные и достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝑓0(𝑧) =  ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑡
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑡�

𝛾
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1 − 𝜀𝑡�

𝛼𝑧

0

𝑑𝑡
1 − 𝜀2𝑡2 .                              (14) 

Доказательство. Обозначив 

ℎ(𝑧) = (1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 = �1 − 𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧�

𝛼
(1 − 𝜀2𝑧2),        𝜑0(𝑧) = �1 + 𝑧

1 − 𝑧�
𝛾

, 
условие (8) перепишем в виде подчиненности функций 𝜑(𝑧) = ℎ(𝑧)𝑓′ (𝑧) ≺ 𝜑0(𝑧). Отсюда  

 в 
любой граничной точке области f(E) может отклоняться от прямой 

выпуклых в определенном направлении, функций с ограниченным вращением, типично-
вещественных и почти звездообразных функций. 

 
2. Методы и материалы. Основными методами исследования являются  метод 

конформных отображений и метод подчиненности голоморфных функций [1, 13]. 
 
3. Геометрическая характеристика функций класс 𝑪𝜹(𝝀,𝜶,𝜸). Нетрудно заметить, 

что 𝐶0(1,0, γ) = 𝐶1(𝛾) и 𝐶0(1,1, γ) = 𝐶2(𝛾) и при 𝛾 = 𝜆 = 1 при определенных значениях 𝛿 и 
𝛼 классы 𝐶1,  𝐶2, 𝐶�1,𝐶�2 являются подклассами класса 𝐶𝛿(1,𝛼, 1). Кроме того, при 𝜆 → 0 
осуществляется простой параметрический переход от класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, γ) к подклассу функций 
с ограниченным вращением (см. [1;§4]), заданному условием |arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

Все функции класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾) являются однолистными и почти выпуклыми порядка 𝛾, 
поскольку в силу (8) функция 𝑓(𝑧) удовлетворяет условию (4) с выпуклой функцией  

𝑔(𝑧) = 1
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1 − 𝜀𝑧�

𝛼
− 1�                                                         (10) 

и для нее 𝑔′(𝑧) = [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼]−1. Поэтому, как и для 𝐾(𝛾), функции 𝑓(𝑧) класса 
𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) обладают свойством достижимости извне области𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋.  

В частных случаях, при 𝜆 = 1, когда 𝛼 = 1 или 𝛼 = 0, можно дать более точную 
геометрическую характеристику функций𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾). 

Рассмотрим сложную функцию Φ(𝑤) = 𝑓[𝑔−1(𝑤)], где функция 𝑤 = 𝑔(𝑧) определена 
по формуле (10). Функция Φ(𝑤) является голоморфной в области 𝐷 = 𝑔(𝐸). В силу (8)  

|argΦ′(𝑤)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,   𝑤 ∈ 𝐷.                                                       (11) 
Если 𝛼 = 1, то 𝐷 есть полуплоскость �𝑤:𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� > 0�. В силу (11) и геометрического 

смысла аргумента производной касательная к кривой 𝑓�𝑒𝑖𝜃�, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, в любой граничной 
точке области 𝑓(𝐸) может отклоняться от прямой 𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0 на угол, не превосходящий 
𝛾𝜋/2. Поэтому для каждой граничной точки области 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) можно построить угол 
раствора (1 − 𝛾)𝜋 с вершиной в этой точке и биссектрисой, перпендикулярной прямой 
𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0, целиком лежащий в области 𝑓(𝐸) или в ее внешности. 

При 𝛼 → 0 функция (10) преобразуется в функцию 𝑔(𝑧) = 1
2𝜀 ln 1+𝜀𝑧

1−𝜀𝑧и область 𝐷есть 
полоса {𝑤: |𝐼𝑚𝑤| < 𝜋 4⁄ }. Поэтому из условия (11) следует, что область 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) 
достижима извне углами раствора (1 − 𝛾)𝜋с биссектрисами, перпендикулярными прямой 
𝐼𝑚�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0. При 𝛿 = 0 этот случай исследован в статье [6]. 

 
4. Теоремы искажения в классе 𝑪𝜹(𝝀,𝜶,𝜸)и его подклассах.  
Теорема 1. Пусть𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Тогда при|𝑧| = 𝑟, 0 < 𝑟 < 1, справедливы оценки 
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Оценки точные и достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 
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Доказательство. Обозначив 

ℎ(𝑧) = (1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 = �1 − 𝜀𝑧
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, 
условие (8) перепишем в виде подчиненности функций 𝜑(𝑧) = ℎ(𝑧)𝑓′ (𝑧) ≺ 𝜑0(𝑧). Отсюда  

 на 
угол, не превосходящий gp/2. Поэтому для каждой граничной точки области f(E) = 
Ф(D) можно построить угол раствора (1 – g)p с вершиной в этой точке и биссектри-
сой, перпендикулярной прямой 

выпуклых в определенном направлении, функций с ограниченным вращением, типично-
вещественных и почти звездообразных функций. 

 
2. Методы и материалы. Основными методами исследования являются  метод 

конформных отображений и метод подчиненности голоморфных функций [1, 13]. 
 
3. Геометрическая характеристика функций класс 𝑪𝜹(𝝀,𝜶,𝜸). Нетрудно заметить, 

что 𝐶0(1,0, γ) = 𝐶1(𝛾) и 𝐶0(1,1, γ) = 𝐶2(𝛾) и при 𝛾 = 𝜆 = 1 при определенных значениях 𝛿 и 
𝛼 классы 𝐶1,  𝐶2, 𝐶�1,𝐶�2 являются подклассами класса 𝐶𝛿(1,𝛼, 1). Кроме того, при 𝜆 → 0 
осуществляется простой параметрический переход от класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, γ) к подклассу функций 
с ограниченным вращением (см. [1;§4]), заданному условием |arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

Все функции класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾) являются однолистными и почти выпуклыми порядка 𝛾, 
поскольку в силу (8) функция 𝑓(𝑧) удовлетворяет условию (4) с выпуклой функцией  

𝑔(𝑧) = 1
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1 + 𝜀𝑧
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𝛼
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и для нее 𝑔′(𝑧) = [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼]−1. Поэтому, как и для 𝐾(𝛾), функции 𝑓(𝑧) класса 
𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) обладают свойством достижимости извне области𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋.  

В частных случаях, при 𝜆 = 1, когда 𝛼 = 1 или 𝛼 = 0, можно дать более точную 
геометрическую характеристику функций𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾). 

Рассмотрим сложную функцию Φ(𝑤) = 𝑓[𝑔−1(𝑤)], где функция 𝑤 = 𝑔(𝑧) определена 
по формуле (10). Функция Φ(𝑤) является голоморфной в области 𝐷 = 𝑔(𝐸). В силу (8)  

|argΦ′(𝑤)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,   𝑤 ∈ 𝐷.                                                       (11) 
Если 𝛼 = 1, то 𝐷 есть полуплоскость �𝑤:𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� > 0�. В силу (11) и геометрического 

смысла аргумента производной касательная к кривой 𝑓�𝑒𝑖𝜃�, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, в любой граничной 
точке области 𝑓(𝐸) может отклоняться от прямой 𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0 на угол, не превосходящий 
𝛾𝜋/2. Поэтому для каждой граничной точки области 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) можно построить угол 
раствора (1 − 𝛾)𝜋 с вершиной в этой точке и биссектрисой, перпендикулярной прямой 
𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0, целиком лежащий в области 𝑓(𝐸) или в ее внешности. 

При 𝛼 → 0 функция (10) преобразуется в функцию 𝑔(𝑧) = 1
2𝜀 ln 1+𝜀𝑧

1−𝜀𝑧и область 𝐷есть 
полоса {𝑤: |𝐼𝑚𝑤| < 𝜋 4⁄ }. Поэтому из условия (11) следует, что область 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) 
достижима извне углами раствора (1 − 𝛾)𝜋с биссектрисами, перпендикулярными прямой 
𝐼𝑚�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0. При 𝛿 = 0 этот случай исследован в статье [6]. 

 
4. Теоремы искажения в классе 𝑪𝜹(𝝀,𝜶,𝜸)и его подклассах.  
Теорема 1. Пусть𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Тогда при|𝑧| = 𝑟, 0 < 𝑟 < 1, справедливы оценки 
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, 
условие (8) перепишем в виде подчиненности функций 𝜑(𝑧) = ℎ(𝑧)𝑓′ (𝑧) ≺ 𝜑0(𝑧). Отсюда  

, целиком лежащий в области f(E) или 
в ее внешности.

При a → 0 функция (10) преобразуется в функцию 

выпуклых в определенном направлении, функций с ограниченным вращением, типично-
вещественных и почти звездообразных функций. 

 
2. Методы и материалы. Основными методами исследования являются  метод 

конформных отображений и метод подчиненности голоморфных функций [1, 13]. 
 
3. Геометрическая характеристика функций класс 𝑪𝜹(𝝀,𝜶,𝜸). Нетрудно заметить, 

что 𝐶0(1,0, γ) = 𝐶1(𝛾) и 𝐶0(1,1, γ) = 𝐶2(𝛾) и при 𝛾 = 𝜆 = 1 при определенных значениях 𝛿 и 
𝛼 классы 𝐶1,  𝐶2, 𝐶�1,𝐶�2 являются подклассами класса 𝐶𝛿(1,𝛼, 1). Кроме того, при 𝜆 → 0 
осуществляется простой параметрический переход от класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, γ) к подклассу функций 
с ограниченным вращением (см. [1;§4]), заданному условием |arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

Все функции класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾) являются однолистными и почти выпуклыми порядка 𝛾, 
поскольку в силу (8) функция 𝑓(𝑧) удовлетворяет условию (4) с выпуклой функцией  
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и для нее 𝑔′(𝑧) = [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼]−1. Поэтому, как и для 𝐾(𝛾), функции 𝑓(𝑧) класса 
𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) обладают свойством достижимости извне области𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋.  

В частных случаях, при 𝜆 = 1, когда 𝛼 = 1 или 𝛼 = 0, можно дать более точную 
геометрическую характеристику функций𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾). 

Рассмотрим сложную функцию Φ(𝑤) = 𝑓[𝑔−1(𝑤)], где функция 𝑤 = 𝑔(𝑧) определена 
по формуле (10). Функция Φ(𝑤) является голоморфной в области 𝐷 = 𝑔(𝐸). В силу (8)  

|argΦ′(𝑤)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,   𝑤 ∈ 𝐷.                                                       (11) 
Если 𝛼 = 1, то 𝐷 есть полуплоскость �𝑤:𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� > 0�. В силу (11) и геометрического 

смысла аргумента производной касательная к кривой 𝑓�𝑒𝑖𝜃�, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, в любой граничной 
точке области 𝑓(𝐸) может отклоняться от прямой 𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0 на угол, не превосходящий 
𝛾𝜋/2. Поэтому для каждой граничной точки области 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) можно построить угол 
раствора (1 − 𝛾)𝜋 с вершиной в этой точке и биссектрисой, перпендикулярной прямой 
𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0, целиком лежащий в области 𝑓(𝐸) или в ее внешности. 

При 𝛼 → 0 функция (10) преобразуется в функцию 𝑔(𝑧) = 1
2𝜀 ln 1+𝜀𝑧

1−𝜀𝑧и область 𝐷есть 
полоса {𝑤: |𝐼𝑚𝑤| < 𝜋 4⁄ }. Поэтому из условия (11) следует, что область 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) 
достижима извне углами раствора (1 − 𝛾)𝜋с биссектрисами, перпендикулярными прямой 
𝐼𝑚�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0. При 𝛿 = 0 этот случай исследован в статье [6]. 

 
4. Теоремы искажения в классе 𝑪𝜹(𝝀,𝜶,𝜸)и его подклассах.  
Теорема 1. Пусть𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Тогда при|𝑧| = 𝑟, 0 < 𝑟 < 1, справедливы оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝜆𝑟
1 − 𝜆𝑟�

𝛼
�1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,                                    (12) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 , 𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 .                               (13) 

Оценки точные и достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝑓0(𝑧) =  ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑡
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑡�

𝛾

�1 + 𝜀𝑡
1 − 𝜀𝑡�

𝛼𝑧

0

𝑑𝑡
1 − 𝜀2𝑡2 .                              (14) 

Доказательство. Обозначив 

ℎ(𝑧) = (1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 = �1 − 𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧�

𝛼
(1 − 𝜀2𝑧2),        𝜑0(𝑧) = �1 + 𝑧

1 − 𝑧�
𝛾

, 
условие (8) перепишем в виде подчиненности функций 𝜑(𝑧) = ℎ(𝑧)𝑓′ (𝑧) ≺ 𝜑0(𝑧). Отсюда  

 и область 
D есть полоса 

выпуклых в определенном направлении, функций с ограниченным вращением, типично-
вещественных и почти звездообразных функций. 

 
2. Методы и материалы. Основными методами исследования являются  метод 

конформных отображений и метод подчиненности голоморфных функций [1, 13]. 
 
3. Геометрическая характеристика функций класс 𝑪𝜹(𝝀,𝜶,𝜸). Нетрудно заметить, 

что 𝐶0(1,0, γ) = 𝐶1(𝛾) и 𝐶0(1,1, γ) = 𝐶2(𝛾) и при 𝛾 = 𝜆 = 1 при определенных значениях 𝛿 и 
𝛼 классы 𝐶1,  𝐶2, 𝐶�1,𝐶�2 являются подклассами класса 𝐶𝛿(1,𝛼, 1). Кроме того, при 𝜆 → 0 
осуществляется простой параметрический переход от класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, γ) к подклассу функций 
с ограниченным вращением (см. [1;§4]), заданному условием |arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

Все функции класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾) являются однолистными и почти выпуклыми порядка 𝛾, 
поскольку в силу (8) функция 𝑓(𝑧) удовлетворяет условию (4) с выпуклой функцией  

𝑔(𝑧) = 1
2𝛼𝜀 ��

1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼
− 1�                                                         (10) 

и для нее 𝑔′(𝑧) = [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼]−1. Поэтому, как и для 𝐾(𝛾), функции 𝑓(𝑧) класса 
𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) обладают свойством достижимости извне области𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋.  

В частных случаях, при 𝜆 = 1, когда 𝛼 = 1 или 𝛼 = 0, можно дать более точную 
геометрическую характеристику функций𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾). 

Рассмотрим сложную функцию Φ(𝑤) = 𝑓[𝑔−1(𝑤)], где функция 𝑤 = 𝑔(𝑧) определена 
по формуле (10). Функция Φ(𝑤) является голоморфной в области 𝐷 = 𝑔(𝐸). В силу (8)  

|argΦ′(𝑤)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,   𝑤 ∈ 𝐷.                                                       (11) 
Если 𝛼 = 1, то 𝐷 есть полуплоскость �𝑤:𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� > 0�. В силу (11) и геометрического 

смысла аргумента производной касательная к кривой 𝑓�𝑒𝑖𝜃�, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, в любой граничной 
точке области 𝑓(𝐸) может отклоняться от прямой 𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0 на угол, не превосходящий 
𝛾𝜋/2. Поэтому для каждой граничной точки области 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) можно построить угол 
раствора (1 − 𝛾)𝜋 с вершиной в этой точке и биссектрисой, перпендикулярной прямой 
𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0, целиком лежащий в области 𝑓(𝐸) или в ее внешности. 

При 𝛼 → 0 функция (10) преобразуется в функцию 𝑔(𝑧) = 1
2𝜀 ln 1+𝜀𝑧

1−𝜀𝑧и область 𝐷есть 
полоса {𝑤: |𝐼𝑚𝑤| < 𝜋 4⁄ }. Поэтому из условия (11) следует, что область 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) 
достижима извне углами раствора (1 − 𝛾)𝜋с биссектрисами, перпендикулярными прямой 
𝐼𝑚�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0. При 𝛿 = 0 этот случай исследован в статье [6]. 

 
4. Теоремы искажения в классе 𝑪𝜹(𝝀,𝜶,𝜸)и его подклассах.  
Теорема 1. Пусть𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Тогда при|𝑧| = 𝑟, 0 < 𝑟 < 1, справедливы оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝜆𝑟
1 − 𝜆𝑟�

𝛼
�1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,                                    (12) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 , 𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 .                               (13) 

Оценки точные и достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝑓0(𝑧) =  ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑡
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑡�

𝛾

�1 + 𝜀𝑡
1 − 𝜀𝑡�

𝛼𝑧

0

𝑑𝑡
1 − 𝜀2𝑡2 .                              (14) 

Доказательство. Обозначив 

ℎ(𝑧) = (1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 = �1 − 𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧�

𝛼
(1 − 𝜀2𝑧2),        𝜑0(𝑧) = �1 + 𝑧

1 − 𝑧�
𝛾

, 
условие (8) перепишем в виде подчиненности функций 𝜑(𝑧) = ℎ(𝑧)𝑓′ (𝑧) ≺ 𝜑0(𝑧). Отсюда  

 Поэтому из условия (11) следует, что область f(E) =  
= Ф(D) достижима извне углами раствора (1 – g)p с биссектрисами, перпендикуляр-
ными прямой 

выпуклых в определенном направлении, функций с ограниченным вращением, типично-
вещественных и почти звездообразных функций. 

 
2. Методы и материалы. Основными методами исследования являются  метод 

конформных отображений и метод подчиненности голоморфных функций [1, 13]. 
 
3. Геометрическая характеристика функций класс 𝑪𝜹(𝝀,𝜶,𝜸). Нетрудно заметить, 

что 𝐶0(1,0, γ) = 𝐶1(𝛾) и 𝐶0(1,1, γ) = 𝐶2(𝛾) и при 𝛾 = 𝜆 = 1 при определенных значениях 𝛿 и 
𝛼 классы 𝐶1,  𝐶2, 𝐶�1,𝐶�2 являются подклассами класса 𝐶𝛿(1,𝛼, 1). Кроме того, при 𝜆 → 0 
осуществляется простой параметрический переход от класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, γ) к подклассу функций 
с ограниченным вращением (см. [1;§4]), заданному условием |arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

Все функции класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾) являются однолистными и почти выпуклыми порядка 𝛾, 
поскольку в силу (8) функция 𝑓(𝑧) удовлетворяет условию (4) с выпуклой функцией  

𝑔(𝑧) = 1
2𝛼𝜀 ��

1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼
− 1�                                                         (10) 

и для нее 𝑔′(𝑧) = [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼]−1. Поэтому, как и для 𝐾(𝛾), функции 𝑓(𝑧) класса 
𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) обладают свойством достижимости извне области𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋.  

В частных случаях, при 𝜆 = 1, когда 𝛼 = 1 или 𝛼 = 0, можно дать более точную 
геометрическую характеристику функций𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾). 

Рассмотрим сложную функцию Φ(𝑤) = 𝑓[𝑔−1(𝑤)], где функция 𝑤 = 𝑔(𝑧) определена 
по формуле (10). Функция Φ(𝑤) является голоморфной в области 𝐷 = 𝑔(𝐸). В силу (8)  

|argΦ′(𝑤)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,   𝑤 ∈ 𝐷.                                                       (11) 
Если 𝛼 = 1, то 𝐷 есть полуплоскость �𝑤:𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� > 0�. В силу (11) и геометрического 

смысла аргумента производной касательная к кривой 𝑓�𝑒𝑖𝜃�, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, в любой граничной 
точке области 𝑓(𝐸) может отклоняться от прямой 𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0 на угол, не превосходящий 
𝛾𝜋/2. Поэтому для каждой граничной точки области 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) можно построить угол 
раствора (1 − 𝛾)𝜋 с вершиной в этой точке и биссектрисой, перпендикулярной прямой 
𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0, целиком лежащий в области 𝑓(𝐸) или в ее внешности. 

При 𝛼 → 0 функция (10) преобразуется в функцию 𝑔(𝑧) = 1
2𝜀 ln 1+𝜀𝑧

1−𝜀𝑧и область 𝐷есть 
полоса {𝑤: |𝐼𝑚𝑤| < 𝜋 4⁄ }. Поэтому из условия (11) следует, что область 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) 
достижима извне углами раствора (1 − 𝛾)𝜋с биссектрисами, перпендикулярными прямой 
𝐼𝑚�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0. При 𝛿 = 0 этот случай исследован в статье [6]. 

 
4. Теоремы искажения в классе 𝑪𝜹(𝝀,𝜶,𝜸)и его подклассах.  
Теорема 1. Пусть𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Тогда при|𝑧| = 𝑟, 0 < 𝑟 < 1, справедливы оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝜆𝑟
1 − 𝜆𝑟�

𝛼
�1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,                                    (12) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 , 𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 .                               (13) 

Оценки точные и достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝑓0(𝑧) =  ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑡
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑡�

𝛾

�1 + 𝜀𝑡
1 − 𝜀𝑡�

𝛼𝑧

0

𝑑𝑡
1 − 𝜀2𝑡2 .                              (14) 

Доказательство. Обозначив 

ℎ(𝑧) = (1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼 = �1 − 𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧�

𝛼
(1 − 𝜀2𝑧2),        𝜑0(𝑧) = �1 + 𝑧

1 − 𝑧�
𝛾

, 
условие (8) перепишем в виде подчиненности функций 𝜑(𝑧) = ℎ(𝑧)𝑓′ (𝑧) ≺ 𝜑0(𝑧). Отсюда  

. При d = 0 этот случай исследован в статье [6].
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4. Теоремы искажения в классе Cd(l, a, g) и его подклассах. 

Теорема 1. Пусть f(z) ∈ Cd(l, a, g). Тогда при 

выпуклых в определенном направлении, функций с ограниченным вращением, типично-
вещественных и почти звездообразных функций. 

 
2. Методы и материалы. Основными методами исследования являются  метод 

конформных отображений и метод подчиненности голоморфных функций [1, 13]. 
 
3. Геометрическая характеристика функций класс 𝑪𝜹(𝝀,𝜶,𝜸). Нетрудно заметить, 

что 𝐶0(1,0, γ) = 𝐶1(𝛾) и 𝐶0(1,1, γ) = 𝐶2(𝛾) и при 𝛾 = 𝜆 = 1 при определенных значениях 𝛿 и 
𝛼 классы 𝐶1,  𝐶2, 𝐶�1,𝐶�2 являются подклассами класса 𝐶𝛿(1,𝛼, 1). Кроме того, при 𝜆 → 0 
осуществляется простой параметрический переход от класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, γ) к подклассу функций 
с ограниченным вращением (см. [1;§4]), заданному условием |arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

Все функции класса 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾) являются однолистными и почти выпуклыми порядка 𝛾, 
поскольку в силу (8) функция 𝑓(𝑧) удовлетворяет условию (4) с выпуклой функцией  

𝑔(𝑧) = 1
2𝛼𝜀 ��

1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼
− 1�                                                         (10) 

и для нее 𝑔′(𝑧) = [(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼]−1. Поэтому, как и для 𝐾(𝛾), функции 𝑓(𝑧) класса 
𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) обладают свойством достижимости извне области𝑓(𝐸) углами раствора(1 − 𝛾)𝜋.  

В частных случаях, при 𝜆 = 1, когда 𝛼 = 1 или 𝛼 = 0, можно дать более точную 
геометрическую характеристику функций𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾). 

Рассмотрим сложную функцию Φ(𝑤) = 𝑓[𝑔−1(𝑤)], где функция 𝑤 = 𝑔(𝑧) определена 
по формуле (10). Функция Φ(𝑤) является голоморфной в области 𝐷 = 𝑔(𝐸). В силу (8)  

|argΦ′(𝑤)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ ,   𝑤 ∈ 𝐷.                                                       (11) 
Если 𝛼 = 1, то 𝐷 есть полуплоскость �𝑤:𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� > 0�. В силу (11) и геометрического 

смысла аргумента производной касательная к кривой 𝑓�𝑒𝑖𝜃�, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, в любой граничной 
точке области 𝑓(𝐸) может отклоняться от прямой 𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0 на угол, не превосходящий 
𝛾𝜋/2. Поэтому для каждой граничной точки области 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) можно построить угол 
раствора (1 − 𝛾)𝜋 с вершиной в этой точке и биссектрисой, перпендикулярной прямой 
𝑅𝑒�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0, целиком лежащий в области 𝑓(𝐸) или в ее внешности. 
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При 𝛼 → 0 функция (10) преобразуется в функцию 𝑔(𝑧) = 1
2𝜀 ln 1+𝜀𝑧

1−𝜀𝑧и область 𝐷есть 
полоса {𝑤: |𝐼𝑚𝑤| < 𝜋 4⁄ }. Поэтому из условия (11) следует, что область 𝑓(𝐸) = Φ(𝐷) 
достижима извне углами раствора (1 − 𝛾)𝜋с биссектрисами, перпендикулярными прямой 
𝐼𝑚�𝑒𝑖𝛿𝑤� = 0. При 𝛿 = 0 этот случай исследован в статье [6]. 

 
4. Теоремы искажения в классе 𝑪𝜹(𝝀,𝜶,𝜸)и его подклассах.  
Теорема 1. Пусть𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Тогда при|𝑧| = 𝑟, 0 < 𝑟 < 1, справедливы оценки 
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условие (8) перепишем в виде подчиненности функций 𝜑(𝑧) = ℎ(𝑧)𝑓′ (𝑧) ≺ 𝜑0(𝑧). Отсюда  
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выпуклых в определенном направлении, функций с ограниченным вращением, типично-
вещественных и почти звездообразных функций. 

 
2. Методы и материалы. Основными методами исследования являются  метод 
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Отсюда 

|ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
.  

Поскольку 

|ℎ(𝑧)| ≥ (1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
, 

то  

(1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
|𝑓′(𝑧)| ≤ |ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾

, 
откуда вытекает оценка (12). 

Для доказательства оценки (13) обозначим Φ(𝑧) = (1 + 𝛼)ln(1 − 𝜀𝑧) + (1 −
𝛼) ln(1 + 𝜀𝑧) + ln𝑓′(𝑧). Тогда Φ(𝑧) ≺ Φ0(𝑧), откуда Φ(𝑧) = Φ0�ω(𝑧)� = 𝛾 ln 1+ω(𝑧)

1−ω(𝑧) ,где 

ω(𝑧)удовлетворяет условиям леммы Шварца. Поэтому Φ′(𝑧) = 2𝛾ω′(𝑧)
1−ω2(𝑧) и с учетом 

неравенства [13; с.323]  

|𝜔′(𝑧)| ≤ 1 − |𝜔(𝑧)|2
1 − |𝑧|2  

окончательно находим 

|𝑧Φ′(𝑧)| = �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

(1 + 𝛼)𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧 +

(1 − 𝛼)𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧 � ≤ 2𝛾𝑟|ω′(𝑧)|

1 − |𝜔(𝑧)|2 ≤
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2, 
что после преобразований дает оценку (13). 

Докажем точность оценок (12)-(13). Для функции (𝑧) из (13) имеем  

(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

.  
Поэтому𝑓0(𝑧) удовлетворяет условию (8) и, следовательно,𝑓0(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Поскольку 
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1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑒−𝑖𝛿𝑧

1 − (𝑒−𝑖𝛿𝑧)2,  

то в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 получаем 
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1 − 𝑟2. 
Следовательно, оценки (12)-(13) улучшить нельзя. Теорема доказана. 
При 𝜆 = 1 из теоремы 1 вытекает следующее 
Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾), то есть𝑓(𝑧) удовлетворяет условию 

| arg  [(1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1+𝛼(1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝑧 ∈ 𝐸. 
Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 выполняются точные оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2 ,                                                       (15) 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1� ,                                            (16) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 ,                                       (17) 

которые достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟для функции 

𝑓0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

− 1�. 

Оценки (15), (17) сразу вытекают из оценок (12)-(13) при 𝜆 = 1, а оценка (16) вытекает 
из (15) интегрированием по отрезку от 0 до𝑟с учетом того, то  

Поскольку
|ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾

.  
Поскольку 

|ℎ(𝑧)| ≥ (1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
, 

то  

(1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
|𝑓′(𝑧)| ≤ |ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾

, 
откуда вытекает оценка (12). 

Для доказательства оценки (13) обозначим Φ(𝑧) = (1 + 𝛼)ln(1 − 𝜀𝑧) + (1 −
𝛼) ln(1 + 𝜀𝑧) + ln𝑓′(𝑧). Тогда Φ(𝑧) ≺ Φ0(𝑧), откуда Φ(𝑧) = Φ0�ω(𝑧)� = 𝛾 ln 1+ω(𝑧)

1−ω(𝑧) ,где 

ω(𝑧)удовлетворяет условиям леммы Шварца. Поэтому Φ′(𝑧) = 2𝛾ω′(𝑧)
1−ω2(𝑧) и с учетом 

неравенства [13; с.323]  

|𝜔′(𝑧)| ≤ 1 − |𝜔(𝑧)|2
1 − |𝑧|2  

окончательно находим 

|𝑧Φ′(𝑧)| = �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

(1 + 𝛼)𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧 +

(1 − 𝛼)𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧 � ≤ 2𝛾𝑟|ω′(𝑧)|

1 − |𝜔(𝑧)|2 ≤
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2, 
что после преобразований дает оценку (13). 

Докажем точность оценок (12)-(13). Для функции (𝑧) из (13) имеем  

(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

.  
Поэтому𝑓0(𝑧) удовлетворяет условию (8) и, следовательно,𝑓0(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Поскольку 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

�1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 1
1 − 𝜀2𝑧2 ,      𝑧 𝑓0

′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑒−𝑖𝛿𝑧

1 − (𝑒−𝑖𝛿𝑧)2,  

то в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 получаем 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
�1 + 𝜆𝑟

1 − 𝜆𝑟�
𝛼 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,       𝑧 𝑓0
′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2. 
Следовательно, оценки (12)-(13) улучшить нельзя. Теорема доказана. 
При 𝜆 = 1 из теоремы 1 вытекает следующее 
Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾), то есть𝑓(𝑧) удовлетворяет условию 

| arg  [(1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1+𝛼(1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝑧 ∈ 𝐸. 
Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 выполняются точные оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2 ,                                                       (15) 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1� ,                                            (16) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 ,                                       (17) 

которые достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟для функции 

𝑓0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

− 1�. 

Оценки (15), (17) сразу вытекают из оценок (12)-(13) при 𝜆 = 1, а оценка (16) вытекает 
из (15) интегрированием по отрезку от 0 до𝑟с учетом того, то  

то 

|ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
.  

Поскольку 

|ℎ(𝑧)| ≥ (1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
, 

то  

(1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
|𝑓′(𝑧)| ≤ |ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾

, 
откуда вытекает оценка (12). 

Для доказательства оценки (13) обозначим Φ(𝑧) = (1 + 𝛼)ln(1 − 𝜀𝑧) + (1 −
𝛼) ln(1 + 𝜀𝑧) + ln𝑓′(𝑧). Тогда Φ(𝑧) ≺ Φ0(𝑧), откуда Φ(𝑧) = Φ0�ω(𝑧)� = 𝛾 ln 1+ω(𝑧)

1−ω(𝑧) ,где 

ω(𝑧)удовлетворяет условиям леммы Шварца. Поэтому Φ′(𝑧) = 2𝛾ω′(𝑧)
1−ω2(𝑧) и с учетом 

неравенства [13; с.323]  

|𝜔′(𝑧)| ≤ 1 − |𝜔(𝑧)|2
1 − |𝑧|2  

окончательно находим 

|𝑧Φ′(𝑧)| = �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

(1 + 𝛼)𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧 +

(1 − 𝛼)𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧 � ≤ 2𝛾𝑟|ω′(𝑧)|

1 − |𝜔(𝑧)|2 ≤
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2, 
что после преобразований дает оценку (13). 

Докажем точность оценок (12)-(13). Для функции (𝑧) из (13) имеем  

(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

.  
Поэтому𝑓0(𝑧) удовлетворяет условию (8) и, следовательно,𝑓0(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Поскольку 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

�1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 1
1 − 𝜀2𝑧2 ,      𝑧 𝑓0

′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑒−𝑖𝛿𝑧

1 − (𝑒−𝑖𝛿𝑧)2,  

то в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 получаем 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
�1 + 𝜆𝑟

1 − 𝜆𝑟�
𝛼 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,       𝑧 𝑓0
′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2. 
Следовательно, оценки (12)-(13) улучшить нельзя. Теорема доказана. 
При 𝜆 = 1 из теоремы 1 вытекает следующее 
Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾), то есть𝑓(𝑧) удовлетворяет условию 

| arg  [(1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1+𝛼(1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝑧 ∈ 𝐸. 
Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 выполняются точные оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2 ,                                                       (15) 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1� ,                                            (16) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 ,                                       (17) 

которые достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟для функции 

𝑓0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

− 1�. 

Оценки (15), (17) сразу вытекают из оценок (12)-(13) при 𝜆 = 1, а оценка (16) вытекает 
из (15) интегрированием по отрезку от 0 до𝑟с учетом того, то  

откуда вытекает оценка (12).
Для доказательства оценки (13) обозначим 

|ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
.  

Поскольку 

|ℎ(𝑧)| ≥ (1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
, 

то  

(1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
|𝑓′(𝑧)| ≤ |ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾

, 
откуда вытекает оценка (12). 

Для доказательства оценки (13) обозначим Φ(𝑧) = (1 + 𝛼)ln(1 − 𝜀𝑧) + (1 −
𝛼) ln(1 + 𝜀𝑧) + ln𝑓′(𝑧). Тогда Φ(𝑧) ≺ Φ0(𝑧), откуда Φ(𝑧) = Φ0�ω(𝑧)� = 𝛾 ln 1+ω(𝑧)

1−ω(𝑧) ,где 

ω(𝑧)удовлетворяет условиям леммы Шварца. Поэтому Φ′(𝑧) = 2𝛾ω′(𝑧)
1−ω2(𝑧) и с учетом 

неравенства [13; с.323]  

|𝜔′(𝑧)| ≤ 1 − |𝜔(𝑧)|2
1 − |𝑧|2  

окончательно находим 

|𝑧Φ′(𝑧)| = �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

(1 + 𝛼)𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧 +

(1 − 𝛼)𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧 � ≤ 2𝛾𝑟|ω′(𝑧)|

1 − |𝜔(𝑧)|2 ≤
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2, 
что после преобразований дает оценку (13). 

Докажем точность оценок (12)-(13). Для функции (𝑧) из (13) имеем  

(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

.  
Поэтому𝑓0(𝑧) удовлетворяет условию (8) и, следовательно,𝑓0(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Поскольку 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

�1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 1
1 − 𝜀2𝑧2 ,      𝑧 𝑓0

′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑒−𝑖𝛿𝑧

1 − (𝑒−𝑖𝛿𝑧)2,  

то в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 получаем 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
�1 + 𝜆𝑟

1 − 𝜆𝑟�
𝛼 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,       𝑧 𝑓0
′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2. 
Следовательно, оценки (12)-(13) улучшить нельзя. Теорема доказана. 
При 𝜆 = 1 из теоремы 1 вытекает следующее 
Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾), то есть𝑓(𝑧) удовлетворяет условию 

| arg  [(1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1+𝛼(1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝑧 ∈ 𝐸. 
Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 выполняются точные оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2 ,                                                       (15) 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1� ,                                            (16) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 ,                                       (17) 

которые достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟для функции 

𝑓0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

− 1�. 

Оценки (15), (17) сразу вытекают из оценок (12)-(13) при 𝜆 = 1, а оценка (16) вытекает 
из (15) интегрированием по отрезку от 0 до𝑟с учетом того, то  

 

– 

|ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
.  

Поскольку 

|ℎ(𝑧)| ≥ (1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
, 

то  

(1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
|𝑓′(𝑧)| ≤ |ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾

, 
откуда вытекает оценка (12). 

Для доказательства оценки (13) обозначим Φ(𝑧) = (1 + 𝛼)ln(1 − 𝜀𝑧) + (1 −
𝛼) ln(1 + 𝜀𝑧) + ln𝑓′(𝑧). Тогда Φ(𝑧) ≺ Φ0(𝑧), откуда Φ(𝑧) = Φ0�ω(𝑧)� = 𝛾 ln 1+ω(𝑧)

1−ω(𝑧) ,где 

ω(𝑧)удовлетворяет условиям леммы Шварца. Поэтому Φ′(𝑧) = 2𝛾ω′(𝑧)
1−ω2(𝑧) и с учетом 

неравенства [13; с.323]  

|𝜔′(𝑧)| ≤ 1 − |𝜔(𝑧)|2
1 − |𝑧|2  

окончательно находим 

|𝑧Φ′(𝑧)| = �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

(1 + 𝛼)𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧 +

(1 − 𝛼)𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧 � ≤ 2𝛾𝑟|ω′(𝑧)|

1 − |𝜔(𝑧)|2 ≤
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2, 
что после преобразований дает оценку (13). 

Докажем точность оценок (12)-(13). Для функции (𝑧) из (13) имеем  

(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

.  
Поэтому𝑓0(𝑧) удовлетворяет условию (8) и, следовательно,𝑓0(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Поскольку 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

�1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 1
1 − 𝜀2𝑧2 ,      𝑧 𝑓0

′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑒−𝑖𝛿𝑧

1 − (𝑒−𝑖𝛿𝑧)2,  

то в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 получаем 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
�1 + 𝜆𝑟

1 − 𝜆𝑟�
𝛼 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,       𝑧 𝑓0
′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2. 
Следовательно, оценки (12)-(13) улучшить нельзя. Теорема доказана. 
При 𝜆 = 1 из теоремы 1 вытекает следующее 
Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾), то есть𝑓(𝑧) удовлетворяет условию 

| arg  [(1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1+𝛼(1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝑧 ∈ 𝐸. 
Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 выполняются точные оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2 ,                                                       (15) 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1� ,                                            (16) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 ,                                       (17) 

которые достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟для функции 

𝑓0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

− 1�. 

Оценки (15), (17) сразу вытекают из оценок (12)-(13) при 𝜆 = 1, а оценка (16) вытекает 
из (15) интегрированием по отрезку от 0 до𝑟с учетом того, то  

 Тогда 

|ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
.  

Поскольку 

|ℎ(𝑧)| ≥ (1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
, 

то  

(1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
|𝑓′(𝑧)| ≤ |ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾

, 
откуда вытекает оценка (12). 

Для доказательства оценки (13) обозначим Φ(𝑧) = (1 + 𝛼)ln(1 − 𝜀𝑧) + (1 −
𝛼) ln(1 + 𝜀𝑧) + ln𝑓′(𝑧). Тогда Φ(𝑧) ≺ Φ0(𝑧), откуда Φ(𝑧) = Φ0�ω(𝑧)� = 𝛾 ln 1+ω(𝑧)

1−ω(𝑧) ,где 

ω(𝑧)удовлетворяет условиям леммы Шварца. Поэтому Φ′(𝑧) = 2𝛾ω′(𝑧)
1−ω2(𝑧) и с учетом 

неравенства [13; с.323]  

|𝜔′(𝑧)| ≤ 1 − |𝜔(𝑧)|2
1 − |𝑧|2  

окончательно находим 

|𝑧Φ′(𝑧)| = �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

(1 + 𝛼)𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧 +

(1 − 𝛼)𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧 � ≤ 2𝛾𝑟|ω′(𝑧)|

1 − |𝜔(𝑧)|2 ≤
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2, 
что после преобразований дает оценку (13). 

Докажем точность оценок (12)-(13). Для функции (𝑧) из (13) имеем  

(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

.  
Поэтому𝑓0(𝑧) удовлетворяет условию (8) и, следовательно,𝑓0(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Поскольку 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

�1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 1
1 − 𝜀2𝑧2 ,      𝑧 𝑓0

′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑒−𝑖𝛿𝑧

1 − (𝑒−𝑖𝛿𝑧)2,  

то в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 получаем 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
�1 + 𝜆𝑟

1 − 𝜆𝑟�
𝛼 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,       𝑧 𝑓0
′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2. 
Следовательно, оценки (12)-(13) улучшить нельзя. Теорема доказана. 
При 𝜆 = 1 из теоремы 1 вытекает следующее 
Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾), то есть𝑓(𝑧) удовлетворяет условию 

| arg  [(1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1+𝛼(1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝑧 ∈ 𝐸. 
Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 выполняются точные оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2 ,                                                       (15) 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1� ,                                            (16) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 ,                                       (17) 

которые достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟для функции 

𝑓0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

− 1�. 

Оценки (15), (17) сразу вытекают из оценок (12)-(13) при 𝜆 = 1, а оценка (16) вытекает 
из (15) интегрированием по отрезку от 0 до𝑟с учетом того, то  

 откуда 

|ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
.  

Поскольку 

|ℎ(𝑧)| ≥ (1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
, 

то  

(1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
|𝑓′(𝑧)| ≤ |ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾

, 
откуда вытекает оценка (12). 

Для доказательства оценки (13) обозначим Φ(𝑧) = (1 + 𝛼)ln(1 − 𝜀𝑧) + (1 −
𝛼) ln(1 + 𝜀𝑧) + ln𝑓′(𝑧). Тогда Φ(𝑧) ≺ Φ0(𝑧), откуда Φ(𝑧) = Φ0�ω(𝑧)� = 𝛾 ln 1+ω(𝑧)

1−ω(𝑧) ,где 

ω(𝑧)удовлетворяет условиям леммы Шварца. Поэтому Φ′(𝑧) = 2𝛾ω′(𝑧)
1−ω2(𝑧) и с учетом 

неравенства [13; с.323]  

|𝜔′(𝑧)| ≤ 1 − |𝜔(𝑧)|2
1 − |𝑧|2  

окончательно находим 

|𝑧Φ′(𝑧)| = �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

(1 + 𝛼)𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧 +

(1 − 𝛼)𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧 � ≤ 2𝛾𝑟|ω′(𝑧)|

1 − |𝜔(𝑧)|2 ≤
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2, 
что после преобразований дает оценку (13). 

Докажем точность оценок (12)-(13). Для функции (𝑧) из (13) имеем  

(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

.  
Поэтому𝑓0(𝑧) удовлетворяет условию (8) и, следовательно,𝑓0(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Поскольку 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

�1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 1
1 − 𝜀2𝑧2 ,      𝑧 𝑓0

′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑒−𝑖𝛿𝑧

1 − (𝑒−𝑖𝛿𝑧)2,  

то в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 получаем 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
�1 + 𝜆𝑟

1 − 𝜆𝑟�
𝛼 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,       𝑧 𝑓0
′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2. 
Следовательно, оценки (12)-(13) улучшить нельзя. Теорема доказана. 
При 𝜆 = 1 из теоремы 1 вытекает следующее 
Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾), то есть𝑓(𝑧) удовлетворяет условию 

| arg  [(1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1+𝛼(1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝑧 ∈ 𝐸. 
Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 выполняются точные оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2 ,                                                       (15) 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1� ,                                            (16) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 ,                                       (17) 

которые достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟для функции 

𝑓0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

− 1�. 

Оценки (15), (17) сразу вытекают из оценок (12)-(13) при 𝜆 = 1, а оценка (16) вытекает 
из (15) интегрированием по отрезку от 0 до𝑟с учетом того, то  

, 

где w(z) удовлетворяет условиям леммы Шварца. Поэтому 

|ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
.  

Поскольку 

|ℎ(𝑧)| ≥ (1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
, 

то  

(1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
|𝑓′(𝑧)| ≤ |ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾

, 
откуда вытекает оценка (12). 

Для доказательства оценки (13) обозначим Φ(𝑧) = (1 + 𝛼)ln(1 − 𝜀𝑧) + (1 −
𝛼) ln(1 + 𝜀𝑧) + ln𝑓′(𝑧). Тогда Φ(𝑧) ≺ Φ0(𝑧), откуда Φ(𝑧) = Φ0�ω(𝑧)� = 𝛾 ln 1+ω(𝑧)

1−ω(𝑧) ,где 

ω(𝑧)удовлетворяет условиям леммы Шварца. Поэтому Φ′(𝑧) = 2𝛾ω′(𝑧)
1−ω2(𝑧) и с учетом 

неравенства [13; с.323]  

|𝜔′(𝑧)| ≤ 1 − |𝜔(𝑧)|2
1 − |𝑧|2  

окончательно находим 

|𝑧Φ′(𝑧)| = �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

(1 + 𝛼)𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧 +

(1 − 𝛼)𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧 � ≤ 2𝛾𝑟|ω′(𝑧)|

1 − |𝜔(𝑧)|2 ≤
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2, 
что после преобразований дает оценку (13). 

Докажем точность оценок (12)-(13). Для функции (𝑧) из (13) имеем  

(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

.  
Поэтому𝑓0(𝑧) удовлетворяет условию (8) и, следовательно,𝑓0(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Поскольку 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

�1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 1
1 − 𝜀2𝑧2 ,      𝑧 𝑓0

′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑒−𝑖𝛿𝑧

1 − (𝑒−𝑖𝛿𝑧)2,  

то в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 получаем 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
�1 + 𝜆𝑟

1 − 𝜆𝑟�
𝛼 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,       𝑧 𝑓0
′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2. 
Следовательно, оценки (12)-(13) улучшить нельзя. Теорема доказана. 
При 𝜆 = 1 из теоремы 1 вытекает следующее 
Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾), то есть𝑓(𝑧) удовлетворяет условию 

| arg  [(1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1+𝛼(1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝑧 ∈ 𝐸. 
Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 выполняются точные оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2 ,                                                       (15) 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1� ,                                            (16) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 ,                                       (17) 

которые достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟для функции 

𝑓0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

− 1�. 

Оценки (15), (17) сразу вытекают из оценок (12)-(13) при 𝜆 = 1, а оценка (16) вытекает 
из (15) интегрированием по отрезку от 0 до𝑟с учетом того, то  

 и с учетом 

неравенства [13; с.323] 

|ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
.  

Поскольку 

|ℎ(𝑧)| ≥ (1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
, 

то  

(1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
|𝑓′(𝑧)| ≤ |ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾

, 
откуда вытекает оценка (12). 

Для доказательства оценки (13) обозначим Φ(𝑧) = (1 + 𝛼)ln(1 − 𝜀𝑧) + (1 −
𝛼) ln(1 + 𝜀𝑧) + ln𝑓′(𝑧). Тогда Φ(𝑧) ≺ Φ0(𝑧), откуда Φ(𝑧) = Φ0�ω(𝑧)� = 𝛾 ln 1+ω(𝑧)

1−ω(𝑧) ,где 

ω(𝑧)удовлетворяет условиям леммы Шварца. Поэтому Φ′(𝑧) = 2𝛾ω′(𝑧)
1−ω2(𝑧) и с учетом 

неравенства [13; с.323]  

|𝜔′(𝑧)| ≤ 1 − |𝜔(𝑧)|2
1 − |𝑧|2  

окончательно находим 

|𝑧Φ′(𝑧)| = �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

(1 + 𝛼)𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧 +

(1 − 𝛼)𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧 � ≤ 2𝛾𝑟|ω′(𝑧)|

1 − |𝜔(𝑧)|2 ≤
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2, 
что после преобразований дает оценку (13). 

Докажем точность оценок (12)-(13). Для функции (𝑧) из (13) имеем  

(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

.  
Поэтому𝑓0(𝑧) удовлетворяет условию (8) и, следовательно,𝑓0(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Поскольку 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

�1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 1
1 − 𝜀2𝑧2 ,      𝑧 𝑓0

′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑒−𝑖𝛿𝑧

1 − (𝑒−𝑖𝛿𝑧)2,  

то в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 получаем 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
�1 + 𝜆𝑟

1 − 𝜆𝑟�
𝛼 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,       𝑧 𝑓0
′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2. 
Следовательно, оценки (12)-(13) улучшить нельзя. Теорема доказана. 
При 𝜆 = 1 из теоремы 1 вытекает следующее 
Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾), то есть𝑓(𝑧) удовлетворяет условию 

| arg  [(1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1+𝛼(1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝑧 ∈ 𝐸. 
Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 выполняются точные оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2 ,                                                       (15) 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1� ,                                            (16) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 ,                                       (17) 

которые достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟для функции 

𝑓0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

− 1�. 

Оценки (15), (17) сразу вытекают из оценок (12)-(13) при 𝜆 = 1, а оценка (16) вытекает 
из (15) интегрированием по отрезку от 0 до𝑟с учетом того, то  

окончательно находим

|ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
.  

Поскольку 

|ℎ(𝑧)| ≥ (1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
, 

то  

(1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
|𝑓′(𝑧)| ≤ |ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾

, 
откуда вытекает оценка (12). 

Для доказательства оценки (13) обозначим Φ(𝑧) = (1 + 𝛼)ln(1 − 𝜀𝑧) + (1 −
𝛼) ln(1 + 𝜀𝑧) + ln𝑓′(𝑧). Тогда Φ(𝑧) ≺ Φ0(𝑧), откуда Φ(𝑧) = Φ0�ω(𝑧)� = 𝛾 ln 1+ω(𝑧)

1−ω(𝑧) ,где 

ω(𝑧)удовлетворяет условиям леммы Шварца. Поэтому Φ′(𝑧) = 2𝛾ω′(𝑧)
1−ω2(𝑧) и с учетом 

неравенства [13; с.323]  

|𝜔′(𝑧)| ≤ 1 − |𝜔(𝑧)|2
1 − |𝑧|2  

окончательно находим 

|𝑧Φ′(𝑧)| = �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

(1 + 𝛼)𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧 +

(1 − 𝛼)𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧 � ≤ 2𝛾𝑟|ω′(𝑧)|

1 − |𝜔(𝑧)|2 ≤
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2, 
что после преобразований дает оценку (13). 

Докажем точность оценок (12)-(13). Для функции (𝑧) из (13) имеем  

(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

.  
Поэтому𝑓0(𝑧) удовлетворяет условию (8) и, следовательно,𝑓0(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Поскольку 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

�1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 1
1 − 𝜀2𝑧2 ,      𝑧 𝑓0

′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑒−𝑖𝛿𝑧

1 − (𝑒−𝑖𝛿𝑧)2,  

то в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 получаем 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
�1 + 𝜆𝑟

1 − 𝜆𝑟�
𝛼 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,       𝑧 𝑓0
′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2. 
Следовательно, оценки (12)-(13) улучшить нельзя. Теорема доказана. 
При 𝜆 = 1 из теоремы 1 вытекает следующее 
Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾), то есть𝑓(𝑧) удовлетворяет условию 

| arg  [(1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1+𝛼(1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝑧 ∈ 𝐸. 
Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 выполняются точные оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2 ,                                                       (15) 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1� ,                                            (16) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 ,                                       (17) 

которые достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟для функции 

𝑓0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

− 1�. 

Оценки (15), (17) сразу вытекают из оценок (12)-(13) при 𝜆 = 1, а оценка (16) вытекает 
из (15) интегрированием по отрезку от 0 до𝑟с учетом того, то  
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что после преобразований дает оценку (13).
Докажем точность оценок (12)-(13). Для функции z из (13) имеем 

|ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
.  

Поскольку 

|ℎ(𝑧)| ≥ (1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
, 

то  

(1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
|𝑓′(𝑧)| ≤ |ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾

, 
откуда вытекает оценка (12). 

Для доказательства оценки (13) обозначим Φ(𝑧) = (1 + 𝛼)ln(1 − 𝜀𝑧) + (1 −
𝛼) ln(1 + 𝜀𝑧) + ln𝑓′(𝑧). Тогда Φ(𝑧) ≺ Φ0(𝑧), откуда Φ(𝑧) = Φ0�ω(𝑧)� = 𝛾 ln 1+ω(𝑧)

1−ω(𝑧) ,где 

ω(𝑧)удовлетворяет условиям леммы Шварца. Поэтому Φ′(𝑧) = 2𝛾ω′(𝑧)
1−ω2(𝑧) и с учетом 

неравенства [13; с.323]  

|𝜔′(𝑧)| ≤ 1 − |𝜔(𝑧)|2
1 − |𝑧|2  

окончательно находим 

|𝑧Φ′(𝑧)| = �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

(1 + 𝛼)𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧 +

(1 − 𝛼)𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧 � ≤ 2𝛾𝑟|ω′(𝑧)|

1 − |𝜔(𝑧)|2 ≤
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2, 
что после преобразований дает оценку (13). 

Докажем точность оценок (12)-(13). Для функции (𝑧) из (13) имеем  

(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

.  
Поэтому𝑓0(𝑧) удовлетворяет условию (8) и, следовательно,𝑓0(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Поскольку 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

�1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 1
1 − 𝜀2𝑧2 ,      𝑧 𝑓0

′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑒−𝑖𝛿𝑧

1 − (𝑒−𝑖𝛿𝑧)2,  

то в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 получаем 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
�1 + 𝜆𝑟

1 − 𝜆𝑟�
𝛼 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,       𝑧 𝑓0
′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2. 
Следовательно, оценки (12)-(13) улучшить нельзя. Теорема доказана. 
При 𝜆 = 1 из теоремы 1 вытекает следующее 
Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾), то есть𝑓(𝑧) удовлетворяет условию 

| arg  [(1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1+𝛼(1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝑧 ∈ 𝐸. 
Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 выполняются точные оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2 ,                                                       (15) 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1� ,                                            (16) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 ,                                       (17) 

которые достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟для функции 

𝑓0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

− 1�. 

Оценки (15), (17) сразу вытекают из оценок (12)-(13) при 𝜆 = 1, а оценка (16) вытекает 
из (15) интегрированием по отрезку от 0 до𝑟с учетом того, то  

Поэтому f0(z) удовлетворяет условию (8) и, следовательно, 

|ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
.  

Поскольку 

|ℎ(𝑧)| ≥ (1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
, 

то  

(1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
|𝑓′(𝑧)| ≤ |ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾

, 
откуда вытекает оценка (12). 

Для доказательства оценки (13) обозначим Φ(𝑧) = (1 + 𝛼)ln(1 − 𝜀𝑧) + (1 −
𝛼) ln(1 + 𝜀𝑧) + ln𝑓′(𝑧). Тогда Φ(𝑧) ≺ Φ0(𝑧), откуда Φ(𝑧) = Φ0�ω(𝑧)� = 𝛾 ln 1+ω(𝑧)

1−ω(𝑧) ,где 

ω(𝑧)удовлетворяет условиям леммы Шварца. Поэтому Φ′(𝑧) = 2𝛾ω′(𝑧)
1−ω2(𝑧) и с учетом 

неравенства [13; с.323]  

|𝜔′(𝑧)| ≤ 1 − |𝜔(𝑧)|2
1 − |𝑧|2  

окончательно находим 

|𝑧Φ′(𝑧)| = �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

(1 + 𝛼)𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧 +

(1 − 𝛼)𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧 � ≤ 2𝛾𝑟|ω′(𝑧)|

1 − |𝜔(𝑧)|2 ≤
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2, 
что после преобразований дает оценку (13). 

Докажем точность оценок (12)-(13). Для функции (𝑧) из (13) имеем  

(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

.  
Поэтому𝑓0(𝑧) удовлетворяет условию (8) и, следовательно,𝑓0(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Поскольку 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

�1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 1
1 − 𝜀2𝑧2 ,      𝑧 𝑓0

′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑒−𝑖𝛿𝑧

1 − (𝑒−𝑖𝛿𝑧)2,  

то в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 получаем 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
�1 + 𝜆𝑟

1 − 𝜆𝑟�
𝛼 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,       𝑧 𝑓0
′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2. 
Следовательно, оценки (12)-(13) улучшить нельзя. Теорема доказана. 
При 𝜆 = 1 из теоремы 1 вытекает следующее 
Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾), то есть𝑓(𝑧) удовлетворяет условию 

| arg  [(1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1+𝛼(1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝑧 ∈ 𝐸. 
Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 выполняются точные оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2 ,                                                       (15) 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1� ,                                            (16) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 ,                                       (17) 

которые достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟для функции 

𝑓0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

− 1�. 

Оценки (15), (17) сразу вытекают из оценок (12)-(13) при 𝜆 = 1, а оценка (16) вытекает 
из (15) интегрированием по отрезку от 0 до𝑟с учетом того, то  

 По-
скольку

|ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
.  

Поскольку 

|ℎ(𝑧)| ≥ (1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
, 

то  

(1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
|𝑓′(𝑧)| ≤ |ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾

, 
откуда вытекает оценка (12). 

Для доказательства оценки (13) обозначим Φ(𝑧) = (1 + 𝛼)ln(1 − 𝜀𝑧) + (1 −
𝛼) ln(1 + 𝜀𝑧) + ln𝑓′(𝑧). Тогда Φ(𝑧) ≺ Φ0(𝑧), откуда Φ(𝑧) = Φ0�ω(𝑧)� = 𝛾 ln 1+ω(𝑧)

1−ω(𝑧) ,где 

ω(𝑧)удовлетворяет условиям леммы Шварца. Поэтому Φ′(𝑧) = 2𝛾ω′(𝑧)
1−ω2(𝑧) и с учетом 

неравенства [13; с.323]  

|𝜔′(𝑧)| ≤ 1 − |𝜔(𝑧)|2
1 − |𝑧|2  

окончательно находим 

|𝑧Φ′(𝑧)| = �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

(1 + 𝛼)𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧 +

(1 − 𝛼)𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧 � ≤ 2𝛾𝑟|ω′(𝑧)|

1 − |𝜔(𝑧)|2 ≤
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2, 
что после преобразований дает оценку (13). 

Докажем точность оценок (12)-(13). Для функции (𝑧) из (13) имеем  

(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

.  
Поэтому𝑓0(𝑧) удовлетворяет условию (8) и, следовательно,𝑓0(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Поскольку 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

�1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 1
1 − 𝜀2𝑧2 ,      𝑧 𝑓0

′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑒−𝑖𝛿𝑧

1 − (𝑒−𝑖𝛿𝑧)2,  

то в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 получаем 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
�1 + 𝜆𝑟

1 − 𝜆𝑟�
𝛼 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,       𝑧 𝑓0
′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2. 
Следовательно, оценки (12)-(13) улучшить нельзя. Теорема доказана. 
При 𝜆 = 1 из теоремы 1 вытекает следующее 
Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾), то есть𝑓(𝑧) удовлетворяет условию 

| arg  [(1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1+𝛼(1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝑧 ∈ 𝐸. 
Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 выполняются точные оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2 ,                                                       (15) 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1� ,                                            (16) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 ,                                       (17) 

которые достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟для функции 

𝑓0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

− 1�. 

Оценки (15), (17) сразу вытекают из оценок (12)-(13) при 𝜆 = 1, а оценка (16) вытекает 
из (15) интегрированием по отрезку от 0 до𝑟с учетом того, то  

то в точке получаем

|ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
.  

Поскольку 

|ℎ(𝑧)| ≥ (1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
, 

то  

(1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
|𝑓′(𝑧)| ≤ |ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾

, 
откуда вытекает оценка (12). 

Для доказательства оценки (13) обозначим Φ(𝑧) = (1 + 𝛼)ln(1 − 𝜀𝑧) + (1 −
𝛼) ln(1 + 𝜀𝑧) + ln𝑓′(𝑧). Тогда Φ(𝑧) ≺ Φ0(𝑧), откуда Φ(𝑧) = Φ0�ω(𝑧)� = 𝛾 ln 1+ω(𝑧)

1−ω(𝑧) ,где 

ω(𝑧)удовлетворяет условиям леммы Шварца. Поэтому Φ′(𝑧) = 2𝛾ω′(𝑧)
1−ω2(𝑧) и с учетом 

неравенства [13; с.323]  

|𝜔′(𝑧)| ≤ 1 − |𝜔(𝑧)|2
1 − |𝑧|2  

окончательно находим 

|𝑧Φ′(𝑧)| = �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

(1 + 𝛼)𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧 +

(1 − 𝛼)𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧 � ≤ 2𝛾𝑟|ω′(𝑧)|

1 − |𝜔(𝑧)|2 ≤
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2, 
что после преобразований дает оценку (13). 

Докажем точность оценок (12)-(13). Для функции (𝑧) из (13) имеем  

(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

.  
Поэтому𝑓0(𝑧) удовлетворяет условию (8) и, следовательно,𝑓0(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Поскольку 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

�1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 1
1 − 𝜀2𝑧2 ,      𝑧 𝑓0

′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑒−𝑖𝛿𝑧

1 − (𝑒−𝑖𝛿𝑧)2,  

то в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 получаем 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
�1 + 𝜆𝑟

1 − 𝜆𝑟�
𝛼 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,       𝑧 𝑓0
′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2. 
Следовательно, оценки (12)-(13) улучшить нельзя. Теорема доказана. 
При 𝜆 = 1 из теоремы 1 вытекает следующее 
Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾), то есть𝑓(𝑧) удовлетворяет условию 

| arg  [(1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1+𝛼(1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝑧 ∈ 𝐸. 
Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 выполняются точные оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2 ,                                                       (15) 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1� ,                                            (16) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 ,                                       (17) 

которые достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟для функции 

𝑓0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

− 1�. 

Оценки (15), (17) сразу вытекают из оценок (12)-(13) при 𝜆 = 1, а оценка (16) вытекает 
из (15) интегрированием по отрезку от 0 до𝑟с учетом того, то  

Следовательно, оценки (12)-(13) улучшить нельзя. Теорема доказана.
При l = 1 из теоремы 1 вытекает следующее
Следствие 1. Пусть 

|ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
.  

Поскольку 

|ℎ(𝑧)| ≥ (1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
, 

то  

(1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
|𝑓′(𝑧)| ≤ |ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾

, 
откуда вытекает оценка (12). 

Для доказательства оценки (13) обозначим Φ(𝑧) = (1 + 𝛼)ln(1 − 𝜀𝑧) + (1 −
𝛼) ln(1 + 𝜀𝑧) + ln𝑓′(𝑧). Тогда Φ(𝑧) ≺ Φ0(𝑧), откуда Φ(𝑧) = Φ0�ω(𝑧)� = 𝛾 ln 1+ω(𝑧)

1−ω(𝑧) ,где 

ω(𝑧)удовлетворяет условиям леммы Шварца. Поэтому Φ′(𝑧) = 2𝛾ω′(𝑧)
1−ω2(𝑧) и с учетом 

неравенства [13; с.323]  

|𝜔′(𝑧)| ≤ 1 − |𝜔(𝑧)|2
1 − |𝑧|2  

окончательно находим 

|𝑧Φ′(𝑧)| = �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

(1 + 𝛼)𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧 +

(1 − 𝛼)𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧 � ≤ 2𝛾𝑟|ω′(𝑧)|

1 − |𝜔(𝑧)|2 ≤
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2, 
что после преобразований дает оценку (13). 

Докажем точность оценок (12)-(13). Для функции (𝑧) из (13) имеем  

(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

.  
Поэтому𝑓0(𝑧) удовлетворяет условию (8) и, следовательно,𝑓0(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Поскольку 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

�1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 1
1 − 𝜀2𝑧2 ,      𝑧 𝑓0

′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑒−𝑖𝛿𝑧

1 − (𝑒−𝑖𝛿𝑧)2,  

то в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 получаем 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
�1 + 𝜆𝑟

1 − 𝜆𝑟�
𝛼 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,       𝑧 𝑓0
′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2. 
Следовательно, оценки (12)-(13) улучшить нельзя. Теорема доказана. 
При 𝜆 = 1 из теоремы 1 вытекает следующее 
Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾), то есть𝑓(𝑧) удовлетворяет условию 

| arg  [(1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1+𝛼(1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝑧 ∈ 𝐸. 
Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 выполняются точные оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2 ,                                                       (15) 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1� ,                                            (16) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 ,                                       (17) 

которые достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟для функции 

𝑓0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

− 1�. 

Оценки (15), (17) сразу вытекают из оценок (12)-(13) при 𝜆 = 1, а оценка (16) вытекает 
из (15) интегрированием по отрезку от 0 до𝑟с учетом того, то  

, то есть f(z) удовлетворяет условию

|ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
.  

Поскольку 

|ℎ(𝑧)| ≥ (1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
, 

то  

(1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
|𝑓′(𝑧)| ≤ |ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾

, 
откуда вытекает оценка (12). 

Для доказательства оценки (13) обозначим Φ(𝑧) = (1 + 𝛼)ln(1 − 𝜀𝑧) + (1 −
𝛼) ln(1 + 𝜀𝑧) + ln𝑓′(𝑧). Тогда Φ(𝑧) ≺ Φ0(𝑧), откуда Φ(𝑧) = Φ0�ω(𝑧)� = 𝛾 ln 1+ω(𝑧)

1−ω(𝑧) ,где 

ω(𝑧)удовлетворяет условиям леммы Шварца. Поэтому Φ′(𝑧) = 2𝛾ω′(𝑧)
1−ω2(𝑧) и с учетом 

неравенства [13; с.323]  

|𝜔′(𝑧)| ≤ 1 − |𝜔(𝑧)|2
1 − |𝑧|2  

окончательно находим 

|𝑧Φ′(𝑧)| = �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

(1 + 𝛼)𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧 +

(1 − 𝛼)𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧 � ≤ 2𝛾𝑟|ω′(𝑧)|

1 − |𝜔(𝑧)|2 ≤
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2, 
что после преобразований дает оценку (13). 

Докажем точность оценок (12)-(13). Для функции (𝑧) из (13) имеем  

(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

.  
Поэтому𝑓0(𝑧) удовлетворяет условию (8) и, следовательно,𝑓0(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Поскольку 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

�1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 1
1 − 𝜀2𝑧2 ,      𝑧 𝑓0

′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑒−𝑖𝛿𝑧

1 − (𝑒−𝑖𝛿𝑧)2,  

то в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 получаем 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
�1 + 𝜆𝑟

1 − 𝜆𝑟�
𝛼 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,       𝑧 𝑓0
′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2. 
Следовательно, оценки (12)-(13) улучшить нельзя. Теорема доказана. 
При 𝜆 = 1 из теоремы 1 вытекает следующее 
Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾), то есть𝑓(𝑧) удовлетворяет условию 

| arg  [(1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1+𝛼(1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝑧 ∈ 𝐸. 
Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 выполняются точные оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2 ,                                                       (15) 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1� ,                                            (16) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 ,                                       (17) 

которые достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟для функции 

𝑓0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

− 1�. 

Оценки (15), (17) сразу вытекают из оценок (12)-(13) при 𝜆 = 1, а оценка (16) вытекает 
из (15) интегрированием по отрезку от 0 до𝑟с учетом того, то  

Тогда при 

|ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
.  

Поскольку 

|ℎ(𝑧)| ≥ (1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
, 

то  

(1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
|𝑓′(𝑧)| ≤ |ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾

, 
откуда вытекает оценка (12). 

Для доказательства оценки (13) обозначим Φ(𝑧) = (1 + 𝛼)ln(1 − 𝜀𝑧) + (1 −
𝛼) ln(1 + 𝜀𝑧) + ln𝑓′(𝑧). Тогда Φ(𝑧) ≺ Φ0(𝑧), откуда Φ(𝑧) = Φ0�ω(𝑧)� = 𝛾 ln 1+ω(𝑧)

1−ω(𝑧) ,где 

ω(𝑧)удовлетворяет условиям леммы Шварца. Поэтому Φ′(𝑧) = 2𝛾ω′(𝑧)
1−ω2(𝑧) и с учетом 

неравенства [13; с.323]  

|𝜔′(𝑧)| ≤ 1 − |𝜔(𝑧)|2
1 − |𝑧|2  

окончательно находим 

|𝑧Φ′(𝑧)| = �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

(1 + 𝛼)𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧 +

(1 − 𝛼)𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧 � ≤ 2𝛾𝑟|ω′(𝑧)|

1 − |𝜔(𝑧)|2 ≤
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2, 
что после преобразований дает оценку (13). 

Докажем точность оценок (12)-(13). Для функции (𝑧) из (13) имеем  

(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

.  
Поэтому𝑓0(𝑧) удовлетворяет условию (8) и, следовательно,𝑓0(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Поскольку 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

�1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 1
1 − 𝜀2𝑧2 ,      𝑧 𝑓0

′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑒−𝑖𝛿𝑧

1 − (𝑒−𝑖𝛿𝑧)2,  

то в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 получаем 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
�1 + 𝜆𝑟

1 − 𝜆𝑟�
𝛼 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,       𝑧 𝑓0
′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2. 
Следовательно, оценки (12)-(13) улучшить нельзя. Теорема доказана. 
При 𝜆 = 1 из теоремы 1 вытекает следующее 
Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾), то есть𝑓(𝑧) удовлетворяет условию 

| arg  [(1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1+𝛼(1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝑧 ∈ 𝐸. 
Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 выполняются точные оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2 ,                                                       (15) 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1� ,                                            (16) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 ,                                       (17) 

которые достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟для функции 

𝑓0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

− 1�. 

Оценки (15), (17) сразу вытекают из оценок (12)-(13) при 𝜆 = 1, а оценка (16) вытекает 
из (15) интегрированием по отрезку от 0 до𝑟с учетом того, то  

 выполняются точные оценки

                                              

|ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
.  

Поскольку 

|ℎ(𝑧)| ≥ (1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
, 

то  

(1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
|𝑓′(𝑧)| ≤ |ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾

, 
откуда вытекает оценка (12). 

Для доказательства оценки (13) обозначим Φ(𝑧) = (1 + 𝛼)ln(1 − 𝜀𝑧) + (1 −
𝛼) ln(1 + 𝜀𝑧) + ln𝑓′(𝑧). Тогда Φ(𝑧) ≺ Φ0(𝑧), откуда Φ(𝑧) = Φ0�ω(𝑧)� = 𝛾 ln 1+ω(𝑧)

1−ω(𝑧) ,где 

ω(𝑧)удовлетворяет условиям леммы Шварца. Поэтому Φ′(𝑧) = 2𝛾ω′(𝑧)
1−ω2(𝑧) и с учетом 

неравенства [13; с.323]  

|𝜔′(𝑧)| ≤ 1 − |𝜔(𝑧)|2
1 − |𝑧|2  

окончательно находим 

|𝑧Φ′(𝑧)| = �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

(1 + 𝛼)𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧 +

(1 − 𝛼)𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧 � ≤ 2𝛾𝑟|ω′(𝑧)|

1 − |𝜔(𝑧)|2 ≤
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2, 
что после преобразований дает оценку (13). 

Докажем точность оценок (12)-(13). Для функции (𝑧) из (13) имеем  

(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

.  
Поэтому𝑓0(𝑧) удовлетворяет условию (8) и, следовательно,𝑓0(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Поскольку 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

�1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 1
1 − 𝜀2𝑧2 ,      𝑧 𝑓0

′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑒−𝑖𝛿𝑧

1 − (𝑒−𝑖𝛿𝑧)2,  

то в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 получаем 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
�1 + 𝜆𝑟

1 − 𝜆𝑟�
𝛼 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,       𝑧 𝑓0
′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2. 
Следовательно, оценки (12)-(13) улучшить нельзя. Теорема доказана. 
При 𝜆 = 1 из теоремы 1 вытекает следующее 
Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾), то есть𝑓(𝑧) удовлетворяет условию 

| arg  [(1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1+𝛼(1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝑧 ∈ 𝐸. 
Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 выполняются точные оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2 ,                                                       (15) 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1� ,                                            (16) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 ,                                       (17) 

которые достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟для функции 

𝑓0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

− 1�. 

Оценки (15), (17) сразу вытекают из оценок (12)-(13) при 𝜆 = 1, а оценка (16) вытекает 
из (15) интегрированием по отрезку от 0 до𝑟с учетом того, то  

                                       (15)

                                      

|ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
.  

Поскольку 

|ℎ(𝑧)| ≥ (1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
, 

то  

(1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
|𝑓′(𝑧)| ≤ |ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾

, 
откуда вытекает оценка (12). 

Для доказательства оценки (13) обозначим Φ(𝑧) = (1 + 𝛼)ln(1 − 𝜀𝑧) + (1 −
𝛼) ln(1 + 𝜀𝑧) + ln𝑓′(𝑧). Тогда Φ(𝑧) ≺ Φ0(𝑧), откуда Φ(𝑧) = Φ0�ω(𝑧)� = 𝛾 ln 1+ω(𝑧)

1−ω(𝑧) ,где 

ω(𝑧)удовлетворяет условиям леммы Шварца. Поэтому Φ′(𝑧) = 2𝛾ω′(𝑧)
1−ω2(𝑧) и с учетом 

неравенства [13; с.323]  

|𝜔′(𝑧)| ≤ 1 − |𝜔(𝑧)|2
1 − |𝑧|2  

окончательно находим 

|𝑧Φ′(𝑧)| = �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

(1 + 𝛼)𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧 +

(1 − 𝛼)𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧 � ≤ 2𝛾𝑟|ω′(𝑧)|

1 − |𝜔(𝑧)|2 ≤
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2, 
что после преобразований дает оценку (13). 

Докажем точность оценок (12)-(13). Для функции (𝑧) из (13) имеем  

(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

.  
Поэтому𝑓0(𝑧) удовлетворяет условию (8) и, следовательно,𝑓0(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Поскольку 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

�1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 1
1 − 𝜀2𝑧2 ,      𝑧 𝑓0

′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑒−𝑖𝛿𝑧

1 − (𝑒−𝑖𝛿𝑧)2,  

то в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 получаем 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
�1 + 𝜆𝑟

1 − 𝜆𝑟�
𝛼 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,       𝑧 𝑓0
′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2. 
Следовательно, оценки (12)-(13) улучшить нельзя. Теорема доказана. 
При 𝜆 = 1 из теоремы 1 вытекает следующее 
Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾), то есть𝑓(𝑧) удовлетворяет условию 

| arg  [(1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1+𝛼(1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝑧 ∈ 𝐸. 
Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 выполняются точные оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2 ,                                                       (15) 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1� ,                                            (16) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 ,                                       (17) 

которые достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟для функции 

𝑓0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

− 1�. 

Оценки (15), (17) сразу вытекают из оценок (12)-(13) при 𝜆 = 1, а оценка (16) вытекает 
из (15) интегрированием по отрезку от 0 до𝑟с учетом того, то  

                                 (16)

                                  

|ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
.  

Поскольку 

|ℎ(𝑧)| ≥ (1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
, 

то  

(1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
|𝑓′(𝑧)| ≤ |ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾

, 
откуда вытекает оценка (12). 

Для доказательства оценки (13) обозначим Φ(𝑧) = (1 + 𝛼)ln(1 − 𝜀𝑧) + (1 −
𝛼) ln(1 + 𝜀𝑧) + ln𝑓′(𝑧). Тогда Φ(𝑧) ≺ Φ0(𝑧), откуда Φ(𝑧) = Φ0�ω(𝑧)� = 𝛾 ln 1+ω(𝑧)

1−ω(𝑧) ,где 

ω(𝑧)удовлетворяет условиям леммы Шварца. Поэтому Φ′(𝑧) = 2𝛾ω′(𝑧)
1−ω2(𝑧) и с учетом 

неравенства [13; с.323]  

|𝜔′(𝑧)| ≤ 1 − |𝜔(𝑧)|2
1 − |𝑧|2  

окончательно находим 

|𝑧Φ′(𝑧)| = �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

(1 + 𝛼)𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧 +

(1 − 𝛼)𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧 � ≤ 2𝛾𝑟|ω′(𝑧)|

1 − |𝜔(𝑧)|2 ≤
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2, 
что после преобразований дает оценку (13). 

Докажем точность оценок (12)-(13). Для функции (𝑧) из (13) имеем  

(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

.  
Поэтому𝑓0(𝑧) удовлетворяет условию (8) и, следовательно,𝑓0(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Поскольку 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

�1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 1
1 − 𝜀2𝑧2 ,      𝑧 𝑓0

′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑒−𝑖𝛿𝑧

1 − (𝑒−𝑖𝛿𝑧)2,  

то в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 получаем 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
�1 + 𝜆𝑟

1 − 𝜆𝑟�
𝛼 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,       𝑧 𝑓0
′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2. 
Следовательно, оценки (12)-(13) улучшить нельзя. Теорема доказана. 
При 𝜆 = 1 из теоремы 1 вытекает следующее 
Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾), то есть𝑓(𝑧) удовлетворяет условию 

| arg  [(1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1+𝛼(1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝑧 ∈ 𝐸. 
Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 выполняются точные оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2 ,                                                       (15) 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1� ,                                            (16) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 ,                                       (17) 

которые достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟для функции 

𝑓0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

− 1�. 

Оценки (15), (17) сразу вытекают из оценок (12)-(13) при 𝜆 = 1, а оценка (16) вытекает 
из (15) интегрированием по отрезку от 0 до𝑟с учетом того, то  

                               (17)
 

которые достигаются в точке 

|ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
.  

Поскольку 

|ℎ(𝑧)| ≥ (1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
, 

то  

(1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
|𝑓′(𝑧)| ≤ |ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾

, 
откуда вытекает оценка (12). 

Для доказательства оценки (13) обозначим Φ(𝑧) = (1 + 𝛼)ln(1 − 𝜀𝑧) + (1 −
𝛼) ln(1 + 𝜀𝑧) + ln𝑓′(𝑧). Тогда Φ(𝑧) ≺ Φ0(𝑧), откуда Φ(𝑧) = Φ0�ω(𝑧)� = 𝛾 ln 1+ω(𝑧)

1−ω(𝑧) ,где 

ω(𝑧)удовлетворяет условиям леммы Шварца. Поэтому Φ′(𝑧) = 2𝛾ω′(𝑧)
1−ω2(𝑧) и с учетом 

неравенства [13; с.323]  

|𝜔′(𝑧)| ≤ 1 − |𝜔(𝑧)|2
1 − |𝑧|2  

окончательно находим 

|𝑧Φ′(𝑧)| = �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

(1 + 𝛼)𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧 +

(1 − 𝛼)𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧 � ≤ 2𝛾𝑟|ω′(𝑧)|

1 − |𝜔(𝑧)|2 ≤
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2, 
что после преобразований дает оценку (13). 

Докажем точность оценок (12)-(13). Для функции (𝑧) из (13) имеем  

(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

.  
Поэтому𝑓0(𝑧) удовлетворяет условию (8) и, следовательно,𝑓0(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Поскольку 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

�1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 1
1 − 𝜀2𝑧2 ,      𝑧 𝑓0

′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑒−𝑖𝛿𝑧

1 − (𝑒−𝑖𝛿𝑧)2,  

то в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 получаем 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
�1 + 𝜆𝑟

1 − 𝜆𝑟�
𝛼 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,       𝑧 𝑓0
′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2. 
Следовательно, оценки (12)-(13) улучшить нельзя. Теорема доказана. 
При 𝜆 = 1 из теоремы 1 вытекает следующее 
Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾), то есть𝑓(𝑧) удовлетворяет условию 

| arg  [(1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1+𝛼(1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝑧 ∈ 𝐸. 
Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 выполняются точные оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2 ,                                                       (15) 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1� ,                                            (16) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 ,                                       (17) 

которые достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟для функции 

𝑓0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

− 1�. 

Оценки (15), (17) сразу вытекают из оценок (12)-(13) при 𝜆 = 1, а оценка (16) вытекает 
из (15) интегрированием по отрезку от 0 до𝑟с учетом того, то  

 для функции

|ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
.  

Поскольку 

|ℎ(𝑧)| ≥ (1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
, 

то  

(1 − 𝜆2𝑟2) �1 − 𝜆𝑟
1 + 𝜆𝑟�

𝛼
|𝑓′(𝑧)| ≤ |ℎ(𝑧)𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾

, 
откуда вытекает оценка (12). 

Для доказательства оценки (13) обозначим Φ(𝑧) = (1 + 𝛼)ln(1 − 𝜀𝑧) + (1 −
𝛼) ln(1 + 𝜀𝑧) + ln𝑓′(𝑧). Тогда Φ(𝑧) ≺ Φ0(𝑧), откуда Φ(𝑧) = Φ0�ω(𝑧)� = 𝛾 ln 1+ω(𝑧)

1−ω(𝑧) ,где 

ω(𝑧)удовлетворяет условиям леммы Шварца. Поэтому Φ′(𝑧) = 2𝛾ω′(𝑧)
1−ω2(𝑧) и с учетом 

неравенства [13; с.323]  

|𝜔′(𝑧)| ≤ 1 − |𝜔(𝑧)|2
1 − |𝑧|2  

окончательно находим 

|𝑧Φ′(𝑧)| = �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

(1 + 𝛼)𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧 +

(1 − 𝛼)𝜀𝑧
1 + 𝜀𝑧 � ≤ 2𝛾𝑟|ω′(𝑧)|

1 − |𝜔(𝑧)|2 ≤
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2, 
что после преобразований дает оценку (13). 

Докажем точность оценок (12)-(13). Для функции (𝑧) из (13) имеем  

(1 − 𝜀𝑧)1+𝛼(1 + 𝜀𝑧)1−𝛼𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

.  
Поэтому𝑓0(𝑧) удовлетворяет условию (8) и, следовательно,𝑓0(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Поскольку 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

�1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 1
1 − 𝜀2𝑧2 ,      𝑧 𝑓0

′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑒−𝑖𝛿𝑧

1 − (𝑒−𝑖𝛿𝑧)2,  

то в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 получаем 

𝑓0′(𝑧) = �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
�1 + 𝜆𝑟

1 − 𝜆𝑟�
𝛼 1

1 − 𝜆2𝑟2 ,       𝑧 𝑓0
′′(𝑧)
𝑓0′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝜀𝑧)𝜀𝑧
1 − 𝜀2𝑧2 = 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2. 
Следовательно, оценки (12)-(13) улучшить нельзя. Теорема доказана. 
При 𝜆 = 1 из теоремы 1 вытекает следующее 
Следствие 1. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(1,𝛼, 𝛾), то есть𝑓(𝑧) удовлетворяет условию 

| arg  [(1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1+𝛼(1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)1−𝛼𝑓′ (𝑧)]| ≤ 𝛾 𝜋2 ,   𝑧 ∈ 𝐸. 
Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 выполняются точные оценки 

|𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2 ,                                                       (15) 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1� ,                                            (16) 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝛼 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧)𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 ,                                       (17) 

которые достигаются в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟для функции 

𝑓0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿
2(𝛾 + 𝛼)��

1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

− 1�. 

Оценки (15), (17) сразу вытекают из оценок (12)-(13) при 𝜆 = 1, а оценка (16) вытекает 
из (15) интегрированием по отрезку от 0 до𝑟с учетом того, то  Оценки (15), (17) сразу вытекают из оценок (12)-(13) при l = 1, а оценка (16) вы-

текает из (15) интегрированием по отрезку от 0 до r с учетом того, то 

1
2(𝛾 + 𝛼) ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1�

′

= �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2. 

При 𝜆 = 1, 𝛼 = 𝛿 = 0 получаем класс 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1, 0, 𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 
в направлении мнимой оси. В этом случае из следствия 1 вытекают оценки из [10]: 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2𝛾 ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
− 1� ,   |𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 1

1 − 𝑟2 ,   �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧2
1 − 𝑧2� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (18) 

Для класса 𝐶2(𝛾) = 𝐶0(1, 1,𝛾) функций 𝑓(𝑧), выпуклых порядка 𝛾 в положительном 
направлении действительной оси, из следствия 1 получаем следующие оценки 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 1)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+1
− 1� , |𝑓′(𝑧)| ≤

(1 + 𝑟)𝛾
(1 − 𝑟)𝛾+2 , �𝑧 𝑓

′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧
1 − 𝑧� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (19) 

При 𝛾 = 1 из оценок (18)-(19) вытекают оценки в классах 𝐶1,𝐶2. Аналогично, 
полагая  𝛿 = ±𝜋/2 или 𝛿 = ±𝜋, можно получить оценки в классах 𝐶�1,𝐶�2, а при 𝜆 = 0– 
оценки в классе функций с ограниченным вращением, удовлетворяющих 
условию|arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

5. Теоремы искажения в классе 𝑇𝜹(𝝀,𝜶,𝜸) и его подклассах. 
Используя соотношение 

𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾)    ⇔     𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾),                              (20) 
оценки из теоремы 1 можно перенести на класс 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) и его подклассы почти 
звездообразных функций [9-11] и типично вещественных функций [12, 14-15]. 

Теорема 2. Для 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾)при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝜆𝑟
1 − 𝜆𝑟�

𝛼
�1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 𝑟

1 − 𝜆2𝑟2 ,                                     (21) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝜀𝑧 + 𝜀2𝑧2

1 − 𝜀2𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 , 𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,                        (22) 

знак равенства в которых достигается в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝐹0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿 ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

∙ �1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝜀2𝑧2�                                (23) 

При 𝜆 = 1 из теоремы 2 вытекает следующее 
Следствие 2. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(1,𝛼, 𝛾).Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 𝑟
1 − 𝑟2 ,                                                            (24) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 .                                        (25) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
1 − 𝑟2 ,                                                   (26) 

|𝐹′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
(1 − 𝑟2)2 .                                          (27) 

Действительно, учитывая, что в силу (22) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 + �1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 �, 
получаем оценку (26). Оценка (27) вытекает из оценки (26) с учетом неравенства 

� 𝑧
𝐹(𝑧)� ≥ �1 − 𝑟

1 + 𝑟�
𝛾+𝛼

(1 − 𝑟2), 
вытекающего из (24). Экстремальная функция имеет вид 

При l = 1, a = d = 0 получаем класс C1(g) = C0(1, 0, g) функций, выпуклых порядка   
g в направлении мнимой оси. В этом случае из следствия 1 вытекают оценки из [10]:
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1
2(𝛾 + 𝛼) ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1�

′

= �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2. 

При 𝜆 = 1, 𝛼 = 𝛿 = 0 получаем класс 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1, 0, 𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 
в направлении мнимой оси. В этом случае из следствия 1 вытекают оценки из [10]: 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2𝛾 ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
− 1� ,   |𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 1

1 − 𝑟2 ,   �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧2
1 − 𝑧2� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (18) 

Для класса 𝐶2(𝛾) = 𝐶0(1, 1,𝛾) функций 𝑓(𝑧), выпуклых порядка 𝛾 в положительном 
направлении действительной оси, из следствия 1 получаем следующие оценки 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 1)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+1
− 1� , |𝑓′(𝑧)| ≤

(1 + 𝑟)𝛾
(1 − 𝑟)𝛾+2 , �𝑧 𝑓

′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧
1 − 𝑧� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (19) 

При 𝛾 = 1 из оценок (18)-(19) вытекают оценки в классах 𝐶1,𝐶2. Аналогично, 
полагая  𝛿 = ±𝜋/2 или 𝛿 = ±𝜋, можно получить оценки в классах 𝐶�1,𝐶�2, а при 𝜆 = 0– 
оценки в классе функций с ограниченным вращением, удовлетворяющих 
условию|arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

5. Теоремы искажения в классе 𝑇𝜹(𝝀,𝜶,𝜸) и его подклассах. 
Используя соотношение 

𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾)    ⇔     𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾),                              (20) 
оценки из теоремы 1 можно перенести на класс 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) и его подклассы почти 
звездообразных функций [9-11] и типично вещественных функций [12, 14-15]. 

Теорема 2. Для 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾)при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝜆𝑟
1 − 𝜆𝑟�

𝛼
�1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 𝑟

1 − 𝜆2𝑟2 ,                                     (21) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝜀𝑧 + 𝜀2𝑧2

1 − 𝜀2𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 , 𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,                        (22) 

знак равенства в которых достигается в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝐹0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿 ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

∙ �1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝜀2𝑧2�                                (23) 

При 𝜆 = 1 из теоремы 2 вытекает следующее 
Следствие 2. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(1,𝛼, 𝛾).Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 𝑟
1 − 𝑟2 ,                                                            (24) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 .                                        (25) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
1 − 𝑟2 ,                                                   (26) 

|𝐹′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
(1 − 𝑟2)2 .                                          (27) 

Действительно, учитывая, что в силу (22) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 + �1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 �, 
получаем оценку (26). Оценка (27) вытекает из оценки (26) с учетом неравенства 

� 𝑧
𝐹(𝑧)� ≥ �1 − 𝑟

1 + 𝑟�
𝛾+𝛼

(1 − 𝑟2), 
вытекающего из (24). Экстремальная функция имеет вид 

  (18)

Для класса C2(g) = C0(1, 1, g) функций f(z), выпуклых порядка g в положительном 
направлении действительной оси, из следствия 1 получаем следующие оценки

1
2(𝛾 + 𝛼) ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1�

′

= �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2. 

При 𝜆 = 1, 𝛼 = 𝛿 = 0 получаем класс 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1, 0, 𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 
в направлении мнимой оси. В этом случае из следствия 1 вытекают оценки из [10]: 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2𝛾 ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
− 1� ,   |𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 1

1 − 𝑟2 ,   �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧2
1 − 𝑧2� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (18) 

Для класса 𝐶2(𝛾) = 𝐶0(1, 1,𝛾) функций 𝑓(𝑧), выпуклых порядка 𝛾 в положительном 
направлении действительной оси, из следствия 1 получаем следующие оценки 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 1)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+1
− 1� , |𝑓′(𝑧)| ≤

(1 + 𝑟)𝛾
(1 − 𝑟)𝛾+2 , �𝑧 𝑓

′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧
1 − 𝑧� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (19) 

При 𝛾 = 1 из оценок (18)-(19) вытекают оценки в классах 𝐶1,𝐶2. Аналогично, 
полагая  𝛿 = ±𝜋/2 или 𝛿 = ±𝜋, можно получить оценки в классах 𝐶�1,𝐶�2, а при 𝜆 = 0– 
оценки в классе функций с ограниченным вращением, удовлетворяющих 
условию|arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

5. Теоремы искажения в классе 𝑇𝜹(𝝀,𝜶,𝜸) и его подклассах. 
Используя соотношение 

𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾)    ⇔     𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾),                              (20) 
оценки из теоремы 1 можно перенести на класс 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) и его подклассы почти 
звездообразных функций [9-11] и типично вещественных функций [12, 14-15]. 

Теорема 2. Для 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾)при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝜆𝑟
1 − 𝜆𝑟�

𝛼
�1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 𝑟

1 − 𝜆2𝑟2 ,                                     (21) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝜀𝑧 + 𝜀2𝑧2

1 − 𝜀2𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 , 𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,                        (22) 

знак равенства в которых достигается в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝐹0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿 ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

∙ �1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝜀2𝑧2�                                (23) 

При 𝜆 = 1 из теоремы 2 вытекает следующее 
Следствие 2. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(1,𝛼, 𝛾).Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 𝑟
1 − 𝑟2 ,                                                            (24) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 .                                        (25) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
1 − 𝑟2 ,                                                   (26) 

|𝐹′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
(1 − 𝑟2)2 .                                          (27) 

Действительно, учитывая, что в силу (22) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 + �1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 �, 
получаем оценку (26). Оценка (27) вытекает из оценки (26) с учетом неравенства 

� 𝑧
𝐹(𝑧)� ≥ �1 − 𝑟

1 + 𝑟�
𝛾+𝛼

(1 − 𝑟2), 
вытекающего из (24). Экстремальная функция имеет вид 

 (19)

При g = 1 из оценок (18)-(19) вытекают оценки в классах C1, C2. Аналогично, по-
лагая d = ±p/2 или d = ±p, можно получить оценки в классах 

1
2(𝛾 + 𝛼) ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1�

′

= �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2. 

При 𝜆 = 1, 𝛼 = 𝛿 = 0 получаем класс 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1, 0, 𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 
в направлении мнимой оси. В этом случае из следствия 1 вытекают оценки из [10]: 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2𝛾 ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
− 1� ,   |𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 1

1 − 𝑟2 ,   �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧2
1 − 𝑧2� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (18) 

Для класса 𝐶2(𝛾) = 𝐶0(1, 1,𝛾) функций 𝑓(𝑧), выпуклых порядка 𝛾 в положительном 
направлении действительной оси, из следствия 1 получаем следующие оценки 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 1)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+1
− 1� , |𝑓′(𝑧)| ≤

(1 + 𝑟)𝛾
(1 − 𝑟)𝛾+2 , �𝑧 𝑓

′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧
1 − 𝑧� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (19) 

При 𝛾 = 1 из оценок (18)-(19) вытекают оценки в классах 𝐶1,𝐶2. Аналогично, 
полагая  𝛿 = ±𝜋/2 или 𝛿 = ±𝜋, можно получить оценки в классах 𝐶�1,𝐶�2, а при 𝜆 = 0– 
оценки в классе функций с ограниченным вращением, удовлетворяющих 
условию|arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

5. Теоремы искажения в классе 𝑇𝜹(𝝀,𝜶,𝜸) и его подклассах. 
Используя соотношение 

𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾)    ⇔     𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾),                              (20) 
оценки из теоремы 1 можно перенести на класс 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) и его подклассы почти 
звездообразных функций [9-11] и типично вещественных функций [12, 14-15]. 

Теорема 2. Для 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾)при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝜆𝑟
1 − 𝜆𝑟�

𝛼
�1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 𝑟

1 − 𝜆2𝑟2 ,                                     (21) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝜀𝑧 + 𝜀2𝑧2

1 − 𝜀2𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 , 𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,                        (22) 

знак равенства в которых достигается в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝐹0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿 ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

∙ �1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝜀2𝑧2�                                (23) 

При 𝜆 = 1 из теоремы 2 вытекает следующее 
Следствие 2. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(1,𝛼, 𝛾).Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 𝑟
1 − 𝑟2 ,                                                            (24) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 .                                        (25) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
1 − 𝑟2 ,                                                   (26) 

|𝐹′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
(1 − 𝑟2)2 .                                          (27) 

Действительно, учитывая, что в силу (22) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 + �1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 �, 
получаем оценку (26). Оценка (27) вытекает из оценки (26) с учетом неравенства 

� 𝑧
𝐹(𝑧)� ≥ �1 − 𝑟

1 + 𝑟�
𝛾+𝛼

(1 − 𝑟2), 
вытекающего из (24). Экстремальная функция имеет вид 

, а при l = 0 – 
оценки в классе функций с ограниченным вращением, удовлетворяющих условию 

1
2(𝛾 + 𝛼) ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1�

′

= �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2. 

При 𝜆 = 1, 𝛼 = 𝛿 = 0 получаем класс 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1, 0, 𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 
в направлении мнимой оси. В этом случае из следствия 1 вытекают оценки из [10]: 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2𝛾 ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
− 1� ,   |𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 1

1 − 𝑟2 ,   �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧2
1 − 𝑧2� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (18) 

Для класса 𝐶2(𝛾) = 𝐶0(1, 1,𝛾) функций 𝑓(𝑧), выпуклых порядка 𝛾 в положительном 
направлении действительной оси, из следствия 1 получаем следующие оценки 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 1)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+1
− 1� , |𝑓′(𝑧)| ≤

(1 + 𝑟)𝛾
(1 − 𝑟)𝛾+2 , �𝑧 𝑓

′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧
1 − 𝑧� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (19) 

При 𝛾 = 1 из оценок (18)-(19) вытекают оценки в классах 𝐶1,𝐶2. Аналогично, 
полагая  𝛿 = ±𝜋/2 или 𝛿 = ±𝜋, можно получить оценки в классах 𝐶�1,𝐶�2, а при 𝜆 = 0– 
оценки в классе функций с ограниченным вращением, удовлетворяющих 
условию|arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

5. Теоремы искажения в классе 𝑇𝜹(𝝀,𝜶,𝜸) и его подклассах. 
Используя соотношение 

𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾)    ⇔     𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾),                              (20) 
оценки из теоремы 1 можно перенести на класс 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) и его подклассы почти 
звездообразных функций [9-11] и типично вещественных функций [12, 14-15]. 

Теорема 2. Для 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾)при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝜆𝑟
1 − 𝜆𝑟�

𝛼
�1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 𝑟

1 − 𝜆2𝑟2 ,                                     (21) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝜀𝑧 + 𝜀2𝑧2

1 − 𝜀2𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 , 𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,                        (22) 

знак равенства в которых достигается в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝐹0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿 ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

∙ �1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝜀2𝑧2�                                (23) 

При 𝜆 = 1 из теоремы 2 вытекает следующее 
Следствие 2. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(1,𝛼, 𝛾).Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 𝑟
1 − 𝑟2 ,                                                            (24) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 .                                        (25) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
1 − 𝑟2 ,                                                   (26) 

|𝐹′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
(1 − 𝑟2)2 .                                          (27) 

Действительно, учитывая, что в силу (22) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 + �1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 �, 
получаем оценку (26). Оценка (27) вытекает из оценки (26) с учетом неравенства 

� 𝑧
𝐹(𝑧)� ≥ �1 − 𝑟

1 + 𝑟�
𝛾+𝛼

(1 − 𝑟2), 
вытекающего из (24). Экстремальная функция имеет вид 

5. Теоремы искажения в классе Td(l, a, g) и его подклассах.
Используя соотношение

                        

1
2(𝛾 + 𝛼) ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1�

′

= �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2. 

При 𝜆 = 1, 𝛼 = 𝛿 = 0 получаем класс 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1, 0, 𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 
в направлении мнимой оси. В этом случае из следствия 1 вытекают оценки из [10]: 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2𝛾 ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
− 1� ,   |𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 1

1 − 𝑟2 ,   �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧2
1 − 𝑧2� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (18) 

Для класса 𝐶2(𝛾) = 𝐶0(1, 1,𝛾) функций 𝑓(𝑧), выпуклых порядка 𝛾 в положительном 
направлении действительной оси, из следствия 1 получаем следующие оценки 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 1)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+1
− 1� , |𝑓′(𝑧)| ≤

(1 + 𝑟)𝛾
(1 − 𝑟)𝛾+2 , �𝑧 𝑓

′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧
1 − 𝑧� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (19) 

При 𝛾 = 1 из оценок (18)-(19) вытекают оценки в классах 𝐶1,𝐶2. Аналогично, 
полагая  𝛿 = ±𝜋/2 или 𝛿 = ±𝜋, можно получить оценки в классах 𝐶�1,𝐶�2, а при 𝜆 = 0– 
оценки в классе функций с ограниченным вращением, удовлетворяющих 
условию|arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

5. Теоремы искажения в классе 𝑇𝜹(𝝀,𝜶,𝜸) и его подклассах. 
Используя соотношение 

𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾)    ⇔     𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾),                              (20) 
оценки из теоремы 1 можно перенести на класс 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) и его подклассы почти 
звездообразных функций [9-11] и типично вещественных функций [12, 14-15]. 

Теорема 2. Для 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾)при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝜆𝑟
1 − 𝜆𝑟�

𝛼
�1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 𝑟

1 − 𝜆2𝑟2 ,                                     (21) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝜀𝑧 + 𝜀2𝑧2

1 − 𝜀2𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 , 𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,                        (22) 

знак равенства в которых достигается в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝐹0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿 ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

∙ �1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝜀2𝑧2�                                (23) 

При 𝜆 = 1 из теоремы 2 вытекает следующее 
Следствие 2. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(1,𝛼, 𝛾).Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 𝑟
1 − 𝑟2 ,                                                            (24) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 .                                        (25) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
1 − 𝑟2 ,                                                   (26) 

|𝐹′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
(1 − 𝑟2)2 .                                          (27) 

Действительно, учитывая, что в силу (22) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 + �1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 �, 
получаем оценку (26). Оценка (27) вытекает из оценки (26) с учетом неравенства 

� 𝑧
𝐹(𝑧)� ≥ �1 − 𝑟

1 + 𝑟�
𝛾+𝛼

(1 − 𝑟2), 
вытекающего из (24). Экстремальная функция имеет вид 

                    (20)

оценки из теоремы 1 можно перенести на класс Td(l, a, g) и его подклассы почти звез-
дообразных функций [9-11] и типично вещественных функций [12, 14-15].

Теорема 2. Для F(z) ∈ Td(l, a, g) при |z| = r < 1 справедливы точные оценки

                                  

1
2(𝛾 + 𝛼) ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1�

′

= �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2. 

При 𝜆 = 1, 𝛼 = 𝛿 = 0 получаем класс 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1, 0, 𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 
в направлении мнимой оси. В этом случае из следствия 1 вытекают оценки из [10]: 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2𝛾 ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
− 1� ,   |𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 1

1 − 𝑟2 ,   �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧2
1 − 𝑧2� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (18) 

Для класса 𝐶2(𝛾) = 𝐶0(1, 1,𝛾) функций 𝑓(𝑧), выпуклых порядка 𝛾 в положительном 
направлении действительной оси, из следствия 1 получаем следующие оценки 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 1)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+1
− 1� , |𝑓′(𝑧)| ≤

(1 + 𝑟)𝛾
(1 − 𝑟)𝛾+2 , �𝑧 𝑓

′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧
1 − 𝑧� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (19) 

При 𝛾 = 1 из оценок (18)-(19) вытекают оценки в классах 𝐶1,𝐶2. Аналогично, 
полагая  𝛿 = ±𝜋/2 или 𝛿 = ±𝜋, можно получить оценки в классах 𝐶�1,𝐶�2, а при 𝜆 = 0– 
оценки в классе функций с ограниченным вращением, удовлетворяющих 
условию|arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

5. Теоремы искажения в классе 𝑇𝜹(𝝀,𝜶,𝜸) и его подклассах. 
Используя соотношение 

𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾)    ⇔     𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾),                              (20) 
оценки из теоремы 1 можно перенести на класс 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) и его подклассы почти 
звездообразных функций [9-11] и типично вещественных функций [12, 14-15]. 

Теорема 2. Для 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾)при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝜆𝑟
1 − 𝜆𝑟�

𝛼
�1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 𝑟

1 − 𝜆2𝑟2 ,                                     (21) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝜀𝑧 + 𝜀2𝑧2

1 − 𝜀2𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 , 𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,                        (22) 

знак равенства в которых достигается в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝐹0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿 ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

∙ �1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝜀2𝑧2�                                (23) 

При 𝜆 = 1 из теоремы 2 вытекает следующее 
Следствие 2. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(1,𝛼, 𝛾).Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 𝑟
1 − 𝑟2 ,                                                            (24) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 .                                        (25) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
1 − 𝑟2 ,                                                   (26) 

|𝐹′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
(1 − 𝑟2)2 .                                          (27) 

Действительно, учитывая, что в силу (22) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 + �1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 �, 
получаем оценку (26). Оценка (27) вытекает из оценки (26) с учетом неравенства 

� 𝑧
𝐹(𝑧)� ≥ �1 − 𝑟

1 + 𝑟�
𝛾+𝛼

(1 − 𝑟2), 
вытекающего из (24). Экстремальная функция имеет вид 

                                   (21)

                        

1
2(𝛾 + 𝛼) ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1�

′

= �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2. 

При 𝜆 = 1, 𝛼 = 𝛿 = 0 получаем класс 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1, 0, 𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 
в направлении мнимой оси. В этом случае из следствия 1 вытекают оценки из [10]: 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2𝛾 ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
− 1� ,   |𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 1

1 − 𝑟2 ,   �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧2
1 − 𝑧2� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (18) 

Для класса 𝐶2(𝛾) = 𝐶0(1, 1,𝛾) функций 𝑓(𝑧), выпуклых порядка 𝛾 в положительном 
направлении действительной оси, из следствия 1 получаем следующие оценки 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 1)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+1
− 1� , |𝑓′(𝑧)| ≤

(1 + 𝑟)𝛾
(1 − 𝑟)𝛾+2 , �𝑧 𝑓

′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧
1 − 𝑧� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (19) 

При 𝛾 = 1 из оценок (18)-(19) вытекают оценки в классах 𝐶1,𝐶2. Аналогично, 
полагая  𝛿 = ±𝜋/2 или 𝛿 = ±𝜋, можно получить оценки в классах 𝐶�1,𝐶�2, а при 𝜆 = 0– 
оценки в классе функций с ограниченным вращением, удовлетворяющих 
условию|arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

5. Теоремы искажения в классе 𝑇𝜹(𝝀,𝜶,𝜸) и его подклассах. 
Используя соотношение 

𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾)    ⇔     𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾),                              (20) 
оценки из теоремы 1 можно перенести на класс 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) и его подклассы почти 
звездообразных функций [9-11] и типично вещественных функций [12, 14-15]. 

Теорема 2. Для 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾)при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝜆𝑟
1 − 𝜆𝑟�

𝛼
�1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 𝑟

1 − 𝜆2𝑟2 ,                                     (21) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝜀𝑧 + 𝜀2𝑧2

1 − 𝜀2𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 , 𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,                        (22) 

знак равенства в которых достигается в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝐹0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿 ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

∙ �1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝜀2𝑧2�                                (23) 

При 𝜆 = 1 из теоремы 2 вытекает следующее 
Следствие 2. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(1,𝛼, 𝛾).Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 𝑟
1 − 𝑟2 ,                                                            (24) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 .                                        (25) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
1 − 𝑟2 ,                                                   (26) 

|𝐹′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
(1 − 𝑟2)2 .                                          (27) 

Действительно, учитывая, что в силу (22) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 + �1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 �, 
получаем оценку (26). Оценка (27) вытекает из оценки (26) с учетом неравенства 

� 𝑧
𝐹(𝑧)� ≥ �1 − 𝑟

1 + 𝑟�
𝛾+𝛼

(1 − 𝑟2), 
вытекающего из (24). Экстремальная функция имеет вид 

                           (22)

знак равенства в которых достигается в точке z = eidr для функции

                         

1
2(𝛾 + 𝛼) ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1�

′

= �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2. 

При 𝜆 = 1, 𝛼 = 𝛿 = 0 получаем класс 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1, 0, 𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 
в направлении мнимой оси. В этом случае из следствия 1 вытекают оценки из [10]: 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2𝛾 ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
− 1� ,   |𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 1

1 − 𝑟2 ,   �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧2
1 − 𝑧2� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (18) 

Для класса 𝐶2(𝛾) = 𝐶0(1, 1,𝛾) функций 𝑓(𝑧), выпуклых порядка 𝛾 в положительном 
направлении действительной оси, из следствия 1 получаем следующие оценки 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 1)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+1
− 1� , |𝑓′(𝑧)| ≤

(1 + 𝑟)𝛾
(1 − 𝑟)𝛾+2 , �𝑧 𝑓

′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧
1 − 𝑧� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (19) 

При 𝛾 = 1 из оценок (18)-(19) вытекают оценки в классах 𝐶1,𝐶2. Аналогично, 
полагая  𝛿 = ±𝜋/2 или 𝛿 = ±𝜋, можно получить оценки в классах 𝐶�1,𝐶�2, а при 𝜆 = 0– 
оценки в классе функций с ограниченным вращением, удовлетворяющих 
условию|arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

5. Теоремы искажения в классе 𝑇𝜹(𝝀,𝜶,𝜸) и его подклассах. 
Используя соотношение 

𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾)    ⇔     𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾),                              (20) 
оценки из теоремы 1 можно перенести на класс 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) и его подклассы почти 
звездообразных функций [9-11] и типично вещественных функций [12, 14-15]. 

Теорема 2. Для 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾)при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝜆𝑟
1 − 𝜆𝑟�

𝛼
�1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 𝑟

1 − 𝜆2𝑟2 ,                                     (21) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝜀𝑧 + 𝜀2𝑧2

1 − 𝜀2𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 , 𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,                        (22) 

знак равенства в которых достигается в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝐹0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿 ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

∙ �1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝜀2𝑧2�                                (23) 

При 𝜆 = 1 из теоремы 2 вытекает следующее 
Следствие 2. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(1,𝛼, 𝛾).Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 𝑟
1 − 𝑟2 ,                                                            (24) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 .                                        (25) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
1 − 𝑟2 ,                                                   (26) 

|𝐹′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
(1 − 𝑟2)2 .                                          (27) 

Действительно, учитывая, что в силу (22) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 + �1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 �, 
получаем оценку (26). Оценка (27) вытекает из оценки (26) с учетом неравенства 

� 𝑧
𝐹(𝑧)� ≥ �1 − 𝑟

1 + 𝑟�
𝛾+𝛼

(1 − 𝑟2), 
вытекающего из (24). Экстремальная функция имеет вид 

                           (23)

При  из теоремы 2 вытекает следующее
Следствие 2. Пусть 

1
2(𝛾 + 𝛼) ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1�

′

= �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2. 

При 𝜆 = 1, 𝛼 = 𝛿 = 0 получаем класс 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1, 0, 𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 
в направлении мнимой оси. В этом случае из следствия 1 вытекают оценки из [10]: 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2𝛾 ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
− 1� ,   |𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 1

1 − 𝑟2 ,   �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧2
1 − 𝑧2� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (18) 

Для класса 𝐶2(𝛾) = 𝐶0(1, 1,𝛾) функций 𝑓(𝑧), выпуклых порядка 𝛾 в положительном 
направлении действительной оси, из следствия 1 получаем следующие оценки 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 1)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+1
− 1� , |𝑓′(𝑧)| ≤

(1 + 𝑟)𝛾
(1 − 𝑟)𝛾+2 , �𝑧 𝑓

′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧
1 − 𝑧� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (19) 

При 𝛾 = 1 из оценок (18)-(19) вытекают оценки в классах 𝐶1,𝐶2. Аналогично, 
полагая  𝛿 = ±𝜋/2 или 𝛿 = ±𝜋, можно получить оценки в классах 𝐶�1,𝐶�2, а при 𝜆 = 0– 
оценки в классе функций с ограниченным вращением, удовлетворяющих 
условию|arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

5. Теоремы искажения в классе 𝑇𝜹(𝝀,𝜶,𝜸) и его подклассах. 
Используя соотношение 

𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾)    ⇔     𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾),                              (20) 
оценки из теоремы 1 можно перенести на класс 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) и его подклассы почти 
звездообразных функций [9-11] и типично вещественных функций [12, 14-15]. 

Теорема 2. Для 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾)при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝜆𝑟
1 − 𝜆𝑟�

𝛼
�1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 𝑟

1 − 𝜆2𝑟2 ,                                     (21) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝜀𝑧 + 𝜀2𝑧2

1 − 𝜀2𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 , 𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,                        (22) 

знак равенства в которых достигается в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝐹0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿 ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

∙ �1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝜀2𝑧2�                                (23) 

При 𝜆 = 1 из теоремы 2 вытекает следующее 
Следствие 2. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(1,𝛼, 𝛾).Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 𝑟
1 − 𝑟2 ,                                                            (24) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 .                                        (25) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
1 − 𝑟2 ,                                                   (26) 

|𝐹′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
(1 − 𝑟2)2 .                                          (27) 

Действительно, учитывая, что в силу (22) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 + �1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 �, 
получаем оценку (26). Оценка (27) вытекает из оценки (26) с учетом неравенства 

� 𝑧
𝐹(𝑧)� ≥ �1 − 𝑟

1 + 𝑟�
𝛾+𝛼

(1 − 𝑟2), 
вытекающего из (24). Экстремальная функция имеет вид 

.Тогда при 

1
2(𝛾 + 𝛼) ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1�

′

= �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2. 

При 𝜆 = 1, 𝛼 = 𝛿 = 0 получаем класс 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1, 0, 𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 
в направлении мнимой оси. В этом случае из следствия 1 вытекают оценки из [10]: 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2𝛾 ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
− 1� ,   |𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 1

1 − 𝑟2 ,   �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧2
1 − 𝑧2� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (18) 

Для класса 𝐶2(𝛾) = 𝐶0(1, 1,𝛾) функций 𝑓(𝑧), выпуклых порядка 𝛾 в положительном 
направлении действительной оси, из следствия 1 получаем следующие оценки 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 1)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+1
− 1� , |𝑓′(𝑧)| ≤

(1 + 𝑟)𝛾
(1 − 𝑟)𝛾+2 , �𝑧 𝑓

′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧
1 − 𝑧� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (19) 

При 𝛾 = 1 из оценок (18)-(19) вытекают оценки в классах 𝐶1,𝐶2. Аналогично, 
полагая  𝛿 = ±𝜋/2 или 𝛿 = ±𝜋, можно получить оценки в классах 𝐶�1,𝐶�2, а при 𝜆 = 0– 
оценки в классе функций с ограниченным вращением, удовлетворяющих 
условию|arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

5. Теоремы искажения в классе 𝑇𝜹(𝝀,𝜶,𝜸) и его подклассах. 
Используя соотношение 

𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾)    ⇔     𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾),                              (20) 
оценки из теоремы 1 можно перенести на класс 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) и его подклассы почти 
звездообразных функций [9-11] и типично вещественных функций [12, 14-15]. 

Теорема 2. Для 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾)при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝜆𝑟
1 − 𝜆𝑟�

𝛼
�1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 𝑟

1 − 𝜆2𝑟2 ,                                     (21) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝜀𝑧 + 𝜀2𝑧2

1 − 𝜀2𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 , 𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,                        (22) 

знак равенства в которых достигается в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝐹0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿 ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

∙ �1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝜀2𝑧2�                                (23) 

При 𝜆 = 1 из теоремы 2 вытекает следующее 
Следствие 2. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(1,𝛼, 𝛾).Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 𝑟
1 − 𝑟2 ,                                                            (24) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 .                                        (25) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
1 − 𝑟2 ,                                                   (26) 

|𝐹′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
(1 − 𝑟2)2 .                                          (27) 

Действительно, учитывая, что в силу (22) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 + �1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 �, 
получаем оценку (26). Оценка (27) вытекает из оценки (26) с учетом неравенства 

� 𝑧
𝐹(𝑧)� ≥ �1 − 𝑟

1 + 𝑟�
𝛾+𝛼

(1 − 𝑟2), 
вытекающего из (24). Экстремальная функция имеет вид 

 справедливы точные 
оценки

                                                 

1
2(𝛾 + 𝛼) ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1�

′

= �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2. 

При 𝜆 = 1, 𝛼 = 𝛿 = 0 получаем класс 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1, 0, 𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 
в направлении мнимой оси. В этом случае из следствия 1 вытекают оценки из [10]: 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2𝛾 ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
− 1� ,   |𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 1

1 − 𝑟2 ,   �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧2
1 − 𝑧2� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (18) 

Для класса 𝐶2(𝛾) = 𝐶0(1, 1,𝛾) функций 𝑓(𝑧), выпуклых порядка 𝛾 в положительном 
направлении действительной оси, из следствия 1 получаем следующие оценки 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 1)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+1
− 1� , |𝑓′(𝑧)| ≤

(1 + 𝑟)𝛾
(1 − 𝑟)𝛾+2 , �𝑧 𝑓

′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧
1 − 𝑧� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (19) 

При 𝛾 = 1 из оценок (18)-(19) вытекают оценки в классах 𝐶1,𝐶2. Аналогично, 
полагая  𝛿 = ±𝜋/2 или 𝛿 = ±𝜋, можно получить оценки в классах 𝐶�1,𝐶�2, а при 𝜆 = 0– 
оценки в классе функций с ограниченным вращением, удовлетворяющих 
условию|arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

5. Теоремы искажения в классе 𝑇𝜹(𝝀,𝜶,𝜸) и его подклассах. 
Используя соотношение 

𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾)    ⇔     𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾),                              (20) 
оценки из теоремы 1 можно перенести на класс 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) и его подклассы почти 
звездообразных функций [9-11] и типично вещественных функций [12, 14-15]. 

Теорема 2. Для 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾)при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝜆𝑟
1 − 𝜆𝑟�

𝛼
�1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 𝑟

1 − 𝜆2𝑟2 ,                                     (21) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝜀𝑧 + 𝜀2𝑧2

1 − 𝜀2𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 , 𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,                        (22) 

знак равенства в которых достигается в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝐹0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿 ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

∙ �1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝜀2𝑧2�                                (23) 

При 𝜆 = 1 из теоремы 2 вытекает следующее 
Следствие 2. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(1,𝛼, 𝛾).Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 𝑟
1 − 𝑟2 ,                                                            (24) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 .                                        (25) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
1 − 𝑟2 ,                                                   (26) 

|𝐹′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
(1 − 𝑟2)2 .                                          (27) 

Действительно, учитывая, что в силу (22) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 + �1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 �, 
получаем оценку (26). Оценка (27) вытекает из оценки (26) с учетом неравенства 

� 𝑧
𝐹(𝑧)� ≥ �1 − 𝑟

1 + 𝑟�
𝛾+𝛼

(1 − 𝑟2), 
вытекающего из (24). Экстремальная функция имеет вид 

                                     (24)

                                 

1
2(𝛾 + 𝛼) ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1�

′

= �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2. 

При 𝜆 = 1, 𝛼 = 𝛿 = 0 получаем класс 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1, 0, 𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 
в направлении мнимой оси. В этом случае из следствия 1 вытекают оценки из [10]: 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2𝛾 ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
− 1� ,   |𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 1

1 − 𝑟2 ,   �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧2
1 − 𝑧2� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (18) 

Для класса 𝐶2(𝛾) = 𝐶0(1, 1,𝛾) функций 𝑓(𝑧), выпуклых порядка 𝛾 в положительном 
направлении действительной оси, из следствия 1 получаем следующие оценки 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 1)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+1
− 1� , |𝑓′(𝑧)| ≤

(1 + 𝑟)𝛾
(1 − 𝑟)𝛾+2 , �𝑧 𝑓

′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧
1 − 𝑧� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (19) 

При 𝛾 = 1 из оценок (18)-(19) вытекают оценки в классах 𝐶1,𝐶2. Аналогично, 
полагая  𝛿 = ±𝜋/2 или 𝛿 = ±𝜋, можно получить оценки в классах 𝐶�1,𝐶�2, а при 𝜆 = 0– 
оценки в классе функций с ограниченным вращением, удовлетворяющих 
условию|arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

5. Теоремы искажения в классе 𝑇𝜹(𝝀,𝜶,𝜸) и его подклассах. 
Используя соотношение 

𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾)    ⇔     𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾),                              (20) 
оценки из теоремы 1 можно перенести на класс 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) и его подклассы почти 
звездообразных функций [9-11] и типично вещественных функций [12, 14-15]. 

Теорема 2. Для 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾)при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝜆𝑟
1 − 𝜆𝑟�

𝛼
�1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 𝑟

1 − 𝜆2𝑟2 ,                                     (21) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝜀𝑧 + 𝜀2𝑧2

1 − 𝜀2𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 , 𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,                        (22) 

знак равенства в которых достигается в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝐹0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿 ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

∙ �1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝜀2𝑧2�                                (23) 

При 𝜆 = 1 из теоремы 2 вытекает следующее 
Следствие 2. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(1,𝛼, 𝛾).Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 𝑟
1 − 𝑟2 ,                                                            (24) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 .                                        (25) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
1 − 𝑟2 ,                                                   (26) 

|𝐹′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
(1 − 𝑟2)2 .                                          (27) 

Действительно, учитывая, что в силу (22) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 + �1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 �, 
получаем оценку (26). Оценка (27) вытекает из оценки (26) с учетом неравенства 

� 𝑧
𝐹(𝑧)� ≥ �1 − 𝑟

1 + 𝑟�
𝛾+𝛼

(1 − 𝑟2), 
вытекающего из (24). Экстремальная функция имеет вид 

                          (25)

                                                

1
2(𝛾 + 𝛼) ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1�

′

= �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2. 

При 𝜆 = 1, 𝛼 = 𝛿 = 0 получаем класс 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1, 0, 𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 
в направлении мнимой оси. В этом случае из следствия 1 вытекают оценки из [10]: 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2𝛾 ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
− 1� ,   |𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 1

1 − 𝑟2 ,   �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧2
1 − 𝑧2� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (18) 

Для класса 𝐶2(𝛾) = 𝐶0(1, 1,𝛾) функций 𝑓(𝑧), выпуклых порядка 𝛾 в положительном 
направлении действительной оси, из следствия 1 получаем следующие оценки 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 1)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+1
− 1� , |𝑓′(𝑧)| ≤

(1 + 𝑟)𝛾
(1 − 𝑟)𝛾+2 , �𝑧 𝑓

′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧
1 − 𝑧� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (19) 

При 𝛾 = 1 из оценок (18)-(19) вытекают оценки в классах 𝐶1,𝐶2. Аналогично, 
полагая  𝛿 = ±𝜋/2 или 𝛿 = ±𝜋, можно получить оценки в классах 𝐶�1,𝐶�2, а при 𝜆 = 0– 
оценки в классе функций с ограниченным вращением, удовлетворяющих 
условию|arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

5. Теоремы искажения в классе 𝑇𝜹(𝝀,𝜶,𝜸) и его подклассах. 
Используя соотношение 

𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾)    ⇔     𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾),                              (20) 
оценки из теоремы 1 можно перенести на класс 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) и его подклассы почти 
звездообразных функций [9-11] и типично вещественных функций [12, 14-15]. 

Теорема 2. Для 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾)при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝜆𝑟
1 − 𝜆𝑟�

𝛼
�1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 𝑟

1 − 𝜆2𝑟2 ,                                     (21) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝜀𝑧 + 𝜀2𝑧2

1 − 𝜀2𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 , 𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,                        (22) 

знак равенства в которых достигается в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝐹0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿 ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

∙ �1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝜀2𝑧2�                                (23) 

При 𝜆 = 1 из теоремы 2 вытекает следующее 
Следствие 2. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(1,𝛼, 𝛾).Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 𝑟
1 − 𝑟2 ,                                                            (24) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 .                                        (25) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
1 − 𝑟2 ,                                                   (26) 

|𝐹′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
(1 − 𝑟2)2 .                                          (27) 

Действительно, учитывая, что в силу (22) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 + �1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 �, 
получаем оценку (26). Оценка (27) вытекает из оценки (26) с учетом неравенства 

� 𝑧
𝐹(𝑧)� ≥ �1 − 𝑟

1 + 𝑟�
𝛾+𝛼

(1 − 𝑟2), 
вытекающего из (24). Экстремальная функция имеет вид 

                                (26)

                                      

1
2(𝛾 + 𝛼) ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1�

′

= �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2. 

При 𝜆 = 1, 𝛼 = 𝛿 = 0 получаем класс 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1, 0, 𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 
в направлении мнимой оси. В этом случае из следствия 1 вытекают оценки из [10]: 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2𝛾 ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
− 1� ,   |𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 1

1 − 𝑟2 ,   �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧2
1 − 𝑧2� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (18) 

Для класса 𝐶2(𝛾) = 𝐶0(1, 1,𝛾) функций 𝑓(𝑧), выпуклых порядка 𝛾 в положительном 
направлении действительной оси, из следствия 1 получаем следующие оценки 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 1)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+1
− 1� , |𝑓′(𝑧)| ≤

(1 + 𝑟)𝛾
(1 − 𝑟)𝛾+2 , �𝑧 𝑓

′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧
1 − 𝑧� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (19) 

При 𝛾 = 1 из оценок (18)-(19) вытекают оценки в классах 𝐶1,𝐶2. Аналогично, 
полагая  𝛿 = ±𝜋/2 или 𝛿 = ±𝜋, можно получить оценки в классах 𝐶�1,𝐶�2, а при 𝜆 = 0– 
оценки в классе функций с ограниченным вращением, удовлетворяющих 
условию|arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

5. Теоремы искажения в классе 𝑇𝜹(𝝀,𝜶,𝜸) и его подклассах. 
Используя соотношение 

𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾)    ⇔     𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾),                              (20) 
оценки из теоремы 1 можно перенести на класс 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) и его подклассы почти 
звездообразных функций [9-11] и типично вещественных функций [12, 14-15]. 

Теорема 2. Для 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾)при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝜆𝑟
1 − 𝜆𝑟�

𝛼
�1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 𝑟

1 − 𝜆2𝑟2 ,                                     (21) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝜀𝑧 + 𝜀2𝑧2

1 − 𝜀2𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 , 𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,                        (22) 

знак равенства в которых достигается в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝐹0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿 ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

∙ �1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝜀2𝑧2�                                (23) 

При 𝜆 = 1 из теоремы 2 вытекает следующее 
Следствие 2. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(1,𝛼, 𝛾).Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 𝑟
1 − 𝑟2 ,                                                            (24) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 .                                        (25) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
1 − 𝑟2 ,                                                   (26) 

|𝐹′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
(1 − 𝑟2)2 .                                          (27) 

Действительно, учитывая, что в силу (22) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 + �1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 �, 
получаем оценку (26). Оценка (27) вытекает из оценки (26) с учетом неравенства 

� 𝑧
𝐹(𝑧)� ≥ �1 − 𝑟

1 + 𝑟�
𝛾+𝛼

(1 − 𝑟2), 
вытекающего из (24). Экстремальная функция имеет вид 

                        (27)
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Действительно, учитывая, что в силу (22)

1
2(𝛾 + 𝛼) ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1�

′

= �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2. 

При 𝜆 = 1, 𝛼 = 𝛿 = 0 получаем класс 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1, 0, 𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 
в направлении мнимой оси. В этом случае из следствия 1 вытекают оценки из [10]: 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2𝛾 ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
− 1� ,   |𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 1

1 − 𝑟2 ,   �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧2
1 − 𝑧2� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (18) 

Для класса 𝐶2(𝛾) = 𝐶0(1, 1,𝛾) функций 𝑓(𝑧), выпуклых порядка 𝛾 в положительном 
направлении действительной оси, из следствия 1 получаем следующие оценки 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 1)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+1
− 1� , |𝑓′(𝑧)| ≤

(1 + 𝑟)𝛾
(1 − 𝑟)𝛾+2 , �𝑧 𝑓

′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧
1 − 𝑧� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (19) 

При 𝛾 = 1 из оценок (18)-(19) вытекают оценки в классах 𝐶1,𝐶2. Аналогично, 
полагая  𝛿 = ±𝜋/2 или 𝛿 = ±𝜋, можно получить оценки в классах 𝐶�1,𝐶�2, а при 𝜆 = 0– 
оценки в классе функций с ограниченным вращением, удовлетворяющих 
условию|arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

5. Теоремы искажения в классе 𝑇𝜹(𝝀,𝜶,𝜸) и его подклассах. 
Используя соотношение 

𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾)    ⇔     𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾),                              (20) 
оценки из теоремы 1 можно перенести на класс 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) и его подклассы почти 
звездообразных функций [9-11] и типично вещественных функций [12, 14-15]. 

Теорема 2. Для 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾)при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝜆𝑟
1 − 𝜆𝑟�

𝛼
�1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 𝑟

1 − 𝜆2𝑟2 ,                                     (21) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝜀𝑧 + 𝜀2𝑧2

1 − 𝜀2𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 , 𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,                        (22) 

знак равенства в которых достигается в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝐹0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿 ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾

∙ �1 + 𝜀𝑧
1 − 𝜀𝑧�

𝛼 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝜀2𝑧2�                                (23) 

При 𝜆 = 1 из теоремы 2 вытекает следующее 
Следствие 2. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(1,𝛼, 𝛾).Тогда при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 𝑟
1 − 𝑟2 ,                                                            (24) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 .                                        (25) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
1 − 𝑟2 ,                                                   (26) 

|𝐹′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1 + 2(𝛾 + 𝛼)𝑟 + 𝑟2
(1 − 𝑟2)2 .                                          (27) 

Действительно, учитывая, что в силу (22) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 + �1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2

1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2 �, 
получаем оценку (26). Оценка (27) вытекает из оценки (26) с учетом неравенства 

� 𝑧
𝐹(𝑧)� ≥ �1 − 𝑟

1 + 𝑟�
𝛾+𝛼

(1 − 𝑟2), 
вытекающего из (24). Экстремальная функция имеет вид 

 

получаем оценку (26). Оценка (27) вытекает из оценки (26) с учетом неравенства

1
2(𝛾 + 𝛼) ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼
− 1�

′

= �1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+𝛼 1
1 − 𝑟2. 

При 𝜆 = 1, 𝛼 = 𝛿 = 0 получаем класс 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1, 0, 𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 
в направлении мнимой оси. В этом случае из следствия 1 вытекают оценки из [10]: 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2𝛾 ��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾
− 1� ,   |𝑓′(𝑧)| ≤ �1 + 𝑟

1 − 𝑟�
𝛾 1

1 − 𝑟2 ,   �𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧2
1 − 𝑧2� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (18) 

Для класса 𝐶2(𝛾) = 𝐶0(1, 1,𝛾) функций 𝑓(𝑧), выпуклых порядка 𝛾 в положительном 
направлении действительной оси, из следствия 1 получаем следующие оценки 

|𝑓(𝑧)| ≤ 1
2(𝛾 + 1)��

1 + 𝑟
1 − 𝑟�

𝛾+1
− 1� , |𝑓′(𝑧)| ≤

(1 + 𝑟)𝛾
(1 − 𝑟)𝛾+2 , �𝑧 𝑓

′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2𝑧
1 − 𝑧� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 . (19) 

При 𝛾 = 1 из оценок (18)-(19) вытекают оценки в классах 𝐶1,𝐶2. Аналогично, 
полагая  𝛿 = ±𝜋/2 или 𝛿 = ±𝜋, можно получить оценки в классах 𝐶�1,𝐶�2, а при 𝜆 = 0– 
оценки в классе функций с ограниченным вращением, удовлетворяющих 
условию|arg𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋 2⁄ . 

5. Теоремы искажения в классе 𝑇𝜹(𝝀,𝜶,𝜸) и его подклассах. 
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𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾)    ⇔     𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾),                              (20) 
оценки из теоремы 1 можно перенести на класс 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) и его подклассы почти 
звездообразных функций [9-11] и типично вещественных функций [12, 14-15]. 

Теорема 2. Для 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼,𝛾)при|𝑧| = 𝑟 < 1 справедливы точные оценки 
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𝛼
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𝛾 𝑟
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�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝜀𝑧 + 𝜀2𝑧2

1 − 𝜀2𝑧2 � ≤ 2𝛾𝑟
1 − 𝑟2 , 𝜀 = 𝜆𝑒−𝑖𝛿 ,                        (22) 

знак равенства в которых достигается в точке 𝑧 = 𝑒𝑖𝛿𝑟 для функции 

𝐹0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿 ��1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾
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При 𝜆 = 1 из теоремы 2 вытекает следующее 
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𝐹(𝑧) − 1 + 2𝛼𝑒−𝑖𝛿𝑧 + 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2
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� 𝑧
𝐹(𝑧)� ≥ �1 − 𝑟

1 + 𝑟�
𝛾+𝛼

(1 − 𝑟2), 
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1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�
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1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2. 

При 𝛼 = 𝛿 = 0,𝛾 = 1 из теоремы 2 вытекают следующие точные оценки 
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𝐹(𝑧) � ≤

1 + 𝑟
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которые получены другим способом соответственно в [14] и в [15]. 
 

6. Радиусы выпуклости и звездообразности 
Теорема 3. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Тогда 𝑓(𝑧) является выпуклой в круге|𝑧| ≤ 𝑟0, где 

𝑟0 – наименьший положительный корень уравнения 
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 + 2(𝜆𝑟)2
1 + (𝜆𝑟)2 + 2𝛼𝜆𝑟

1 − (𝜆𝑟)2 = 1.                                                     (30) 

Доказательство. В силу оценки (13) в круге |𝑧| ≤ 𝑟 имеем 
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′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −
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1 − (𝜀𝑧)2 −

2𝛼𝜀𝑧
1 − (𝜀𝑧)2� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2,  

откуда  

𝑅𝑒 𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) ≥ − 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 + min
|𝑧|≤𝑟

𝑅𝑒 2(𝜀𝑧)2
1 − (𝜀𝑧)2 + min

|𝑧|≤𝑟
𝑅𝑒 2𝛼𝜀𝑧
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Поэтому, учитывая, что  

min
|𝑧|≤𝑟
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1 − (𝜀𝑧)2 = min

|𝜁|≤(𝜆𝑟)2
𝑅𝑒 2𝜁

1 − 𝜁 = − 2(𝜆𝑟)2
1 + (𝜆𝑟)2 

и 

min
|𝑧|≤𝑟

𝑅𝑒 2𝛼(𝜀𝑧)
1 − (𝜀𝑧)2 = min

|𝜁|≤𝜆𝑟
𝑅𝑒 2𝛼𝜁

1 − 𝜁2 = − 2𝛼𝜆𝑟
1 − (𝜆𝑟)2 , 

получаем 

𝑅𝑒 𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) ≥ − 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 −
2(𝜆𝑟)2

1 + (𝜆𝑟)2 −
2𝛼𝜆𝑟

1 − (𝜆𝑟)2. 
Поэтому в круге |𝑧| ≤ 𝑟0, где 𝑟0 – наименьший положительный корень уравнения (30), 

выполняется условие выпуклости 𝑅𝑒 𝑧 𝑓′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) ≥ −1, что и доказывает теорему 3. 

При 𝜆 = 1,𝛼 = 𝛿 = 0из теоремы 3 получается результат [6] о точном радиусе 
выпуклости класса 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1,0,𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 в направлении мнимой 
оси, как наименьший положительный корень уравнения 𝑟4 − 2𝛾𝑟3 − 2𝑟2 − 2𝛾𝑟 + 1 = 0, а 
при 𝛾 = 1 – полученный в [2] точный радиус выпуклости класса 𝐶1 = 𝐶0(1,0,1) 

𝑟0 = 1
2�√5 + 1 −�2�√5 + 1�� .                                                      (32) 

При 𝜆 = 𝛿 = 0 получаем точный радиус выпуклости 𝑟0 = �𝛾2 + 1 − 1класса 
𝐶0(0,𝛼, 𝛾) = {𝑓(𝑧): |𝑎𝑟𝑔𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋

2 , 𝑧ϵ𝐸}, который получен в [17] (следствие 1, случай 
𝑛 = 1), и при 𝛾 = 1 получаем известный результат о точном радиусе выпуклости 𝑟0 = √2 − 1 
класса функций с ограниченным вращением. 

Используя хорошо известную связь выпуклых и звездообразных функций 𝑓(𝑧) ∈ 𝑆0 ⇔
𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑆∗, а также соотношение (20), из теоремы 3 получаем  

Следствие 3. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾). Тогда функция 𝐹(𝑧) является звездообразной в 
круге|𝑧| ≤ 𝑟∗, где 𝑟∗ – наименьший положительный корень уравнения (30). 

При a = d = 0, g = 1 из теоремы 2 вытекают следующие точные оценки
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При 𝛼 = 𝛿 = 0,𝛾 = 1 из теоремы 2 вытекают следующие точные оценки 
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которые получены другим способом соответственно в [14] и в [15]. 
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Поэтому в круге |𝑧| ≤ 𝑟0, где 𝑟0 – наименьший положительный корень уравнения (30), 
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при 𝛾 = 1 – полученный в [2] точный радиус выпуклости класса 𝐶1 = 𝐶0(1,0,1) 

𝑟0 = 1
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𝑛 = 1), и при 𝛾 = 1 получаем известный результат о точном радиусе выпуклости 𝑟0 = √2 − 1 
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Используя хорошо известную связь выпуклых и звездообразных функций 𝑓(𝑧) ∈ 𝑆0 ⇔
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круге|𝑧| ≤ 𝑟∗, где 𝑟∗ – наименьший положительный корень уравнения (30). 
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Поэтому в круге |𝑧| ≤ 𝑟0, где 𝑟0 – наименьший положительный корень уравнения (30), 

выполняется условие выпуклости 𝑅𝑒 𝑧 𝑓′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) ≥ −1, что и доказывает теорему 3. 

При 𝜆 = 1,𝛼 = 𝛿 = 0из теоремы 3 получается результат [6] о точном радиусе 
выпуклости класса 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1,0,𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 в направлении мнимой 
оси, как наименьший положительный корень уравнения 𝑟4 − 2𝛾𝑟3 − 2𝑟2 − 2𝛾𝑟 + 1 = 0, а 
при 𝛾 = 1 – полученный в [2] точный радиус выпуклости класса 𝐶1 = 𝐶0(1,0,1) 

𝑟0 = 1
2�√5 + 1 −�2�√5 + 1�� .                                                      (32) 

При 𝜆 = 𝛿 = 0 получаем точный радиус выпуклости 𝑟0 = �𝛾2 + 1 − 1класса 
𝐶0(0,𝛼, 𝛾) = {𝑓(𝑧): |𝑎𝑟𝑔𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋

2 , 𝑧ϵ𝐸}, который получен в [17] (следствие 1, случай 
𝑛 = 1), и при 𝛾 = 1 получаем известный результат о точном радиусе выпуклости 𝑟0 = √2 − 1 
класса функций с ограниченным вращением. 

Используя хорошо известную связь выпуклых и звездообразных функций 𝑓(𝑧) ∈ 𝑆0 ⇔
𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑆∗, а также соотношение (20), из теоремы 3 получаем  

Следствие 3. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾). Тогда функция 𝐹(𝑧) является звездообразной в 
круге|𝑧| ≤ 𝑟∗, где 𝑟∗ – наименьший положительный корень уравнения (30). 

                             (29)

которые получены другим способом соответственно в [14] и в [15].
6. Радиусы выпуклости и звездообразности
Теорема 3. Пусть 

𝐹0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿 �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

∙ 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2. 

При 𝛼 = 𝛿 = 0,𝛾 = 1 из теоремы 2 вытекают следующие точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ 𝑟
(1 − 𝑟)2 , |𝐹′(𝑧| ≤ 1 + 𝑟

(1 − 𝑟)3 ,                                            (28) 
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1 + 𝑟
1 − 𝑟 ,                              (29) 

которые получены другим способом соответственно в [14] и в [15]. 
 

6. Радиусы выпуклости и звездообразности 
Теорема 3. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Тогда 𝑓(𝑧) является выпуклой в круге|𝑧| ≤ 𝑟0, где 

𝑟0 – наименьший положительный корень уравнения 
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 + 2(𝜆𝑟)2
1 + (𝜆𝑟)2 + 2𝛼𝜆𝑟

1 − (𝜆𝑟)2 = 1.                                                     (30) 

Доказательство. В силу оценки (13) в круге |𝑧| ≤ 𝑟 имеем 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝜀𝑧)2
1 − (𝜀𝑧)2 −

2𝛼𝜀𝑧
1 − (𝜀𝑧)2� ≤

2𝛾𝑟
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откуда  

𝑅𝑒 𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) ≥ − 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 + min
|𝑧|≤𝑟

𝑅𝑒 2(𝜀𝑧)2
1 − (𝜀𝑧)2 + min

|𝑧|≤𝑟
𝑅𝑒 2𝛼𝜀𝑧

1 − (𝜀𝑧)2 .                  (31) 

Поэтому, учитывая, что  

min
|𝑧|≤𝑟

𝑅𝑒 2(𝜀𝑧)2
1 − (𝜀𝑧)2 = min

|𝜁|≤(𝜆𝑟)2
𝑅𝑒 2𝜁

1 − 𝜁 = − 2(𝜆𝑟)2
1 + (𝜆𝑟)2 

и 

min
|𝑧|≤𝑟

𝑅𝑒 2𝛼(𝜀𝑧)
1 − (𝜀𝑧)2 = min

|𝜁|≤𝜆𝑟
𝑅𝑒 2𝛼𝜁

1 − 𝜁2 = − 2𝛼𝜆𝑟
1 − (𝜆𝑟)2 , 

получаем 

𝑅𝑒 𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) ≥ − 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 −
2(𝜆𝑟)2

1 + (𝜆𝑟)2 −
2𝛼𝜆𝑟

1 − (𝜆𝑟)2. 
Поэтому в круге |𝑧| ≤ 𝑟0, где 𝑟0 – наименьший положительный корень уравнения (30), 

выполняется условие выпуклости 𝑅𝑒 𝑧 𝑓′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) ≥ −1, что и доказывает теорему 3. 

При 𝜆 = 1,𝛼 = 𝛿 = 0из теоремы 3 получается результат [6] о точном радиусе 
выпуклости класса 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1,0,𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 в направлении мнимой 
оси, как наименьший положительный корень уравнения 𝑟4 − 2𝛾𝑟3 − 2𝑟2 − 2𝛾𝑟 + 1 = 0, а 
при 𝛾 = 1 – полученный в [2] точный радиус выпуклости класса 𝐶1 = 𝐶0(1,0,1) 

𝑟0 = 1
2�√5 + 1 −�2�√5 + 1�� .                                                      (32) 

При 𝜆 = 𝛿 = 0 получаем точный радиус выпуклости 𝑟0 = �𝛾2 + 1 − 1класса 
𝐶0(0,𝛼, 𝛾) = {𝑓(𝑧): |𝑎𝑟𝑔𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋

2 , 𝑧ϵ𝐸}, который получен в [17] (следствие 1, случай 
𝑛 = 1), и при 𝛾 = 1 получаем известный результат о точном радиусе выпуклости 𝑟0 = √2 − 1 
класса функций с ограниченным вращением. 

Используя хорошо известную связь выпуклых и звездообразных функций 𝑓(𝑧) ∈ 𝑆0 ⇔
𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑆∗, а также соотношение (20), из теоремы 3 получаем  

Следствие 3. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾). Тогда функция 𝐹(𝑧) является звездообразной в 
круге|𝑧| ≤ 𝑟∗, где 𝑟∗ – наименьший положительный корень уравнения (30). 

 Тогда f(z) является выпуклой в круге 

𝐹0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿 �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

∙ 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2. 

При 𝛼 = 𝛿 = 0,𝛾 = 1 из теоремы 2 вытекают следующие точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ 𝑟
(1 − 𝑟)2 , |𝐹′(𝑧| ≤ 1 + 𝑟

(1 − 𝑟)3 ,                                            (28) 

�𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) − 1 + 𝑧2

1 − 𝑧2� ≤
2𝑟

1 − 𝑟2 ,     �𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

1 + 𝑟
1 − 𝑟 ,                              (29) 

которые получены другим способом соответственно в [14] и в [15]. 
 

6. Радиусы выпуклости и звездообразности 
Теорема 3. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Тогда 𝑓(𝑧) является выпуклой в круге|𝑧| ≤ 𝑟0, где 

𝑟0 – наименьший положительный корень уравнения 
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 + 2(𝜆𝑟)2
1 + (𝜆𝑟)2 + 2𝛼𝜆𝑟

1 − (𝜆𝑟)2 = 1.                                                     (30) 

Доказательство. В силу оценки (13) в круге |𝑧| ≤ 𝑟 имеем 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝜀𝑧)2
1 − (𝜀𝑧)2 −

2𝛼𝜀𝑧
1 − (𝜀𝑧)2� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2,  

откуда  

𝑅𝑒 𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) ≥ − 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 + min
|𝑧|≤𝑟

𝑅𝑒 2(𝜀𝑧)2
1 − (𝜀𝑧)2 + min

|𝑧|≤𝑟
𝑅𝑒 2𝛼𝜀𝑧

1 − (𝜀𝑧)2 .                  (31) 

Поэтому, учитывая, что  

min
|𝑧|≤𝑟

𝑅𝑒 2(𝜀𝑧)2
1 − (𝜀𝑧)2 = min

|𝜁|≤(𝜆𝑟)2
𝑅𝑒 2𝜁

1 − 𝜁 = − 2(𝜆𝑟)2
1 + (𝜆𝑟)2 

и 

min
|𝑧|≤𝑟

𝑅𝑒 2𝛼(𝜀𝑧)
1 − (𝜀𝑧)2 = min

|𝜁|≤𝜆𝑟
𝑅𝑒 2𝛼𝜁

1 − 𝜁2 = − 2𝛼𝜆𝑟
1 − (𝜆𝑟)2 , 

получаем 

𝑅𝑒 𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) ≥ − 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 −
2(𝜆𝑟)2

1 + (𝜆𝑟)2 −
2𝛼𝜆𝑟

1 − (𝜆𝑟)2. 
Поэтому в круге |𝑧| ≤ 𝑟0, где 𝑟0 – наименьший положительный корень уравнения (30), 

выполняется условие выпуклости 𝑅𝑒 𝑧 𝑓′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) ≥ −1, что и доказывает теорему 3. 

При 𝜆 = 1,𝛼 = 𝛿 = 0из теоремы 3 получается результат [6] о точном радиусе 
выпуклости класса 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1,0,𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 в направлении мнимой 
оси, как наименьший положительный корень уравнения 𝑟4 − 2𝛾𝑟3 − 2𝑟2 − 2𝛾𝑟 + 1 = 0, а 
при 𝛾 = 1 – полученный в [2] точный радиус выпуклости класса 𝐶1 = 𝐶0(1,0,1) 

𝑟0 = 1
2�√5 + 1 −�2�√5 + 1�� .                                                      (32) 

При 𝜆 = 𝛿 = 0 получаем точный радиус выпуклости 𝑟0 = �𝛾2 + 1 − 1класса 
𝐶0(0,𝛼, 𝛾) = {𝑓(𝑧): |𝑎𝑟𝑔𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋

2 , 𝑧ϵ𝐸}, который получен в [17] (следствие 1, случай 
𝑛 = 1), и при 𝛾 = 1 получаем известный результат о точном радиусе выпуклости 𝑟0 = √2 − 1 
класса функций с ограниченным вращением. 

Используя хорошо известную связь выпуклых и звездообразных функций 𝑓(𝑧) ∈ 𝑆0 ⇔
𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑆∗, а также соотношение (20), из теоремы 3 получаем  

Следствие 3. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾). Тогда функция 𝐹(𝑧) является звездообразной в 
круге|𝑧| ≤ 𝑟∗, где 𝑟∗ – наименьший положительный корень уравнения (30). 

, 
где r0 – наименьший положительный корень уравнения

                                 

𝐹0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿 �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

∙ 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2. 

При 𝛼 = 𝛿 = 0,𝛾 = 1 из теоремы 2 вытекают следующие точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ 𝑟
(1 − 𝑟)2 , |𝐹′(𝑧| ≤ 1 + 𝑟

(1 − 𝑟)3 ,                                            (28) 
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′(𝑧)
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1 − 𝑧2� ≤
2𝑟

1 − 𝑟2 ,     �𝑧 𝐹
′(𝑧)
𝐹(𝑧) � ≤

1 + 𝑟
1 − 𝑟 ,                              (29) 

которые получены другим способом соответственно в [14] и в [15]. 
 

6. Радиусы выпуклости и звездообразности 
Теорема 3. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Тогда 𝑓(𝑧) является выпуклой в круге|𝑧| ≤ 𝑟0, где 

𝑟0 – наименьший положительный корень уравнения 
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 + 2(𝜆𝑟)2
1 + (𝜆𝑟)2 + 2𝛼𝜆𝑟

1 − (𝜆𝑟)2 = 1.                                                     (30) 

Доказательство. В силу оценки (13) в круге |𝑧| ≤ 𝑟 имеем 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝜀𝑧)2
1 − (𝜀𝑧)2 −

2𝛼𝜀𝑧
1 − (𝜀𝑧)2� ≤

2𝛾𝑟
1 − 𝑟2,  

откуда  

𝑅𝑒 𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) ≥ − 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 + min
|𝑧|≤𝑟

𝑅𝑒 2(𝜀𝑧)2
1 − (𝜀𝑧)2 + min

|𝑧|≤𝑟
𝑅𝑒 2𝛼𝜀𝑧

1 − (𝜀𝑧)2 .                  (31) 

Поэтому, учитывая, что  

min
|𝑧|≤𝑟

𝑅𝑒 2(𝜀𝑧)2
1 − (𝜀𝑧)2 = min

|𝜁|≤(𝜆𝑟)2
𝑅𝑒 2𝜁

1 − 𝜁 = − 2(𝜆𝑟)2
1 + (𝜆𝑟)2 

и 

min
|𝑧|≤𝑟

𝑅𝑒 2𝛼(𝜀𝑧)
1 − (𝜀𝑧)2 = min

|𝜁|≤𝜆𝑟
𝑅𝑒 2𝛼𝜁

1 − 𝜁2 = − 2𝛼𝜆𝑟
1 − (𝜆𝑟)2 , 

получаем 

𝑅𝑒 𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) ≥ − 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 −
2(𝜆𝑟)2

1 + (𝜆𝑟)2 −
2𝛼𝜆𝑟

1 − (𝜆𝑟)2. 
Поэтому в круге |𝑧| ≤ 𝑟0, где 𝑟0 – наименьший положительный корень уравнения (30), 

выполняется условие выпуклости 𝑅𝑒 𝑧 𝑓′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) ≥ −1, что и доказывает теорему 3. 

При 𝜆 = 1,𝛼 = 𝛿 = 0из теоремы 3 получается результат [6] о точном радиусе 
выпуклости класса 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1,0,𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 в направлении мнимой 
оси, как наименьший положительный корень уравнения 𝑟4 − 2𝛾𝑟3 − 2𝑟2 − 2𝛾𝑟 + 1 = 0, а 
при 𝛾 = 1 – полученный в [2] точный радиус выпуклости класса 𝐶1 = 𝐶0(1,0,1) 

𝑟0 = 1
2�√5 + 1 −�2�√5 + 1�� .                                                      (32) 

При 𝜆 = 𝛿 = 0 получаем точный радиус выпуклости 𝑟0 = �𝛾2 + 1 − 1класса 
𝐶0(0,𝛼, 𝛾) = {𝑓(𝑧): |𝑎𝑟𝑔𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋

2 , 𝑧ϵ𝐸}, который получен в [17] (следствие 1, случай 
𝑛 = 1), и при 𝛾 = 1 получаем известный результат о точном радиусе выпуклости 𝑟0 = √2 − 1 
класса функций с ограниченным вращением. 

Используя хорошо известную связь выпуклых и звездообразных функций 𝑓(𝑧) ∈ 𝑆0 ⇔
𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑆∗, а также соотношение (20), из теоремы 3 получаем  

Следствие 3. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾). Тогда функция 𝐹(𝑧) является звездообразной в 
круге|𝑧| ≤ 𝑟∗, где 𝑟∗ – наименьший положительный корень уравнения (30). 

                                      (30)

Доказательство. В силу оценки (13) в круге 

𝐹0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿 �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

∙ 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2. 

При 𝛼 = 𝛿 = 0,𝛾 = 1 из теоремы 2 вытекают следующие точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ 𝑟
(1 − 𝑟)2 , |𝐹′(𝑧| ≤ 1 + 𝑟

(1 − 𝑟)3 ,                                            (28) 
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1 + 𝑟
1 − 𝑟 ,                              (29) 

которые получены другим способом соответственно в [14] и в [15]. 
 

6. Радиусы выпуклости и звездообразности 
Теорема 3. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Тогда 𝑓(𝑧) является выпуклой в круге|𝑧| ≤ 𝑟0, где 

𝑟0 – наименьший положительный корень уравнения 
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 + 2(𝜆𝑟)2
1 + (𝜆𝑟)2 + 2𝛼𝜆𝑟

1 − (𝜆𝑟)2 = 1.                                                     (30) 

Доказательство. В силу оценки (13) в круге |𝑧| ≤ 𝑟 имеем 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) −

2(𝜀𝑧)2
1 − (𝜀𝑧)2 −

2𝛼𝜀𝑧
1 − (𝜀𝑧)2� ≤
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𝑅𝑒 𝑧 𝑓
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𝑓′(𝑧) ≥ − 2𝛾𝑟
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1 − (𝜀𝑧)2 + min

|𝑧|≤𝑟
𝑅𝑒 2𝛼𝜀𝑧
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Поэтому, учитывая, что  
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1 − (𝜆𝑟)2 , 

получаем 

𝑅𝑒 𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) ≥ − 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 −
2(𝜆𝑟)2

1 + (𝜆𝑟)2 −
2𝛼𝜆𝑟

1 − (𝜆𝑟)2. 
Поэтому в круге |𝑧| ≤ 𝑟0, где 𝑟0 – наименьший положительный корень уравнения (30), 

выполняется условие выпуклости 𝑅𝑒 𝑧 𝑓′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) ≥ −1, что и доказывает теорему 3. 

При 𝜆 = 1,𝛼 = 𝛿 = 0из теоремы 3 получается результат [6] о точном радиусе 
выпуклости класса 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1,0,𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 в направлении мнимой 
оси, как наименьший положительный корень уравнения 𝑟4 − 2𝛾𝑟3 − 2𝑟2 − 2𝛾𝑟 + 1 = 0, а 
при 𝛾 = 1 – полученный в [2] точный радиус выпуклости класса 𝐶1 = 𝐶0(1,0,1) 

𝑟0 = 1
2�√5 + 1 −�2�√5 + 1�� .                                                      (32) 

При 𝜆 = 𝛿 = 0 получаем точный радиус выпуклости 𝑟0 = �𝛾2 + 1 − 1класса 
𝐶0(0,𝛼, 𝛾) = {𝑓(𝑧): |𝑎𝑟𝑔𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋

2 , 𝑧ϵ𝐸}, который получен в [17] (следствие 1, случай 
𝑛 = 1), и при 𝛾 = 1 получаем известный результат о точном радиусе выпуклости 𝑟0 = √2 − 1 
класса функций с ограниченным вращением. 

Используя хорошо известную связь выпуклых и звездообразных функций 𝑓(𝑧) ∈ 𝑆0 ⇔
𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑆∗, а также соотношение (20), из теоремы 3 получаем  

Следствие 3. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾). Тогда функция 𝐹(𝑧) является звездообразной в 
круге|𝑧| ≤ 𝑟∗, где 𝑟∗ – наименьший положительный корень уравнения (30). 
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1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2. 

При 𝛼 = 𝛿 = 0,𝛾 = 1 из теоремы 2 вытекают следующие точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ 𝑟
(1 − 𝑟)2 , |𝐹′(𝑧| ≤ 1 + 𝑟
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которые получены другим способом соответственно в [14] и в [15]. 
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Теорема 3. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Тогда 𝑓(𝑧) является выпуклой в круге|𝑧| ≤ 𝑟0, где 

𝑟0 – наименьший положительный корень уравнения 
2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 + 2(𝜆𝑟)2
1 + (𝜆𝑟)2 + 2𝛼𝜆𝑟

1 − (𝜆𝑟)2 = 1.                                                     (30) 

Доказательство. В силу оценки (13) в круге |𝑧| ≤ 𝑟 имеем 

�𝑧 𝑓
′′(𝑧)
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𝑅𝑒 2𝛼𝜁

1 − 𝜁2 = − 2𝛼𝜆𝑟
1 − (𝜆𝑟)2 , 

получаем 

𝑅𝑒 𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) ≥ − 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 −
2(𝜆𝑟)2

1 + (𝜆𝑟)2 −
2𝛼𝜆𝑟

1 − (𝜆𝑟)2. 
Поэтому в круге |𝑧| ≤ 𝑟0, где 𝑟0 – наименьший положительный корень уравнения (30), 

выполняется условие выпуклости 𝑅𝑒 𝑧 𝑓′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) ≥ −1, что и доказывает теорему 3. 

При 𝜆 = 1,𝛼 = 𝛿 = 0из теоремы 3 получается результат [6] о точном радиусе 
выпуклости класса 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1,0,𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 в направлении мнимой 
оси, как наименьший положительный корень уравнения 𝑟4 − 2𝛾𝑟3 − 2𝑟2 − 2𝛾𝑟 + 1 = 0, а 
при 𝛾 = 1 – полученный в [2] точный радиус выпуклости класса 𝐶1 = 𝐶0(1,0,1) 

𝑟0 = 1
2�√5 + 1 −�2�√5 + 1�� .                                                      (32) 

При 𝜆 = 𝛿 = 0 получаем точный радиус выпуклости 𝑟0 = �𝛾2 + 1 − 1класса 
𝐶0(0,𝛼, 𝛾) = {𝑓(𝑧): |𝑎𝑟𝑔𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋

2 , 𝑧ϵ𝐸}, который получен в [17] (следствие 1, случай 
𝑛 = 1), и при 𝛾 = 1 получаем известный результат о точном радиусе выпуклости 𝑟0 = √2 − 1 
класса функций с ограниченным вращением. 

Используя хорошо известную связь выпуклых и звездообразных функций 𝑓(𝑧) ∈ 𝑆0 ⇔
𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑆∗, а также соотношение (20), из теоремы 3 получаем  

Следствие 3. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾). Тогда функция 𝐹(𝑧) является звездообразной в 
круге|𝑧| ≤ 𝑟∗, где 𝑟∗ – наименьший положительный корень уравнения (30). 

откуда 

            

𝐹0(𝑧) = 𝑒𝑖𝛿 �1 + 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−𝑖𝛿𝑧�

𝛾+𝛼

∙ 𝑒−𝑖𝛿𝑧
1 − 𝑒−2𝑖𝛿𝑧2. 

При 𝛼 = 𝛿 = 0,𝛾 = 1 из теоремы 2 вытекают следующие точные оценки 

|𝐹(𝑧)| ≤ 𝑟
(1 − 𝑟)2 , |𝐹′(𝑧| ≤ 1 + 𝑟
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которые получены другим способом соответственно в [14] и в [15]. 
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Теорема 3. Пусть 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾). Тогда 𝑓(𝑧) является выпуклой в круге|𝑧| ≤ 𝑟0, где 
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Доказательство. В силу оценки (13) в круге |𝑧| ≤ 𝑟 имеем 
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получаем 

𝑅𝑒 𝑧 𝑓
′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) ≥ − 2𝛾𝑟

1 − 𝑟2 −
2(𝜆𝑟)2

1 + (𝜆𝑟)2 −
2𝛼𝜆𝑟

1 − (𝜆𝑟)2. 
Поэтому в круге |𝑧| ≤ 𝑟0, где 𝑟0 – наименьший положительный корень уравнения (30), 

выполняется условие выпуклости 𝑅𝑒 𝑧 𝑓′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) ≥ −1, что и доказывает теорему 3. 

При 𝜆 = 1,𝛼 = 𝛿 = 0из теоремы 3 получается результат [6] о точном радиусе 
выпуклости класса 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1,0,𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 в направлении мнимой 
оси, как наименьший положительный корень уравнения 𝑟4 − 2𝛾𝑟3 − 2𝑟2 − 2𝛾𝑟 + 1 = 0, а 
при 𝛾 = 1 – полученный в [2] точный радиус выпуклости класса 𝐶1 = 𝐶0(1,0,1) 

𝑟0 = 1
2�√5 + 1 −�2�√5 + 1�� .                                                      (32) 

При 𝜆 = 𝛿 = 0 получаем точный радиус выпуклости 𝑟0 = �𝛾2 + 1 − 1класса 
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𝑛 = 1), и при 𝛾 = 1 получаем известный результат о точном радиусе выпуклости 𝑟0 = √2 − 1 
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1 − (𝜆𝑟)2. 
Поэтому в круге |𝑧| ≤ 𝑟0, где 𝑟0 – наименьший положительный корень уравнения (30), 

выполняется условие выпуклости 𝑅𝑒 𝑧 𝑓′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) ≥ −1, что и доказывает теорему 3. 

При 𝜆 = 1,𝛼 = 𝛿 = 0из теоремы 3 получается результат [6] о точном радиусе 
выпуклости класса 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1,0,𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 в направлении мнимой 
оси, как наименьший положительный корень уравнения 𝑟4 − 2𝛾𝑟3 − 2𝑟2 − 2𝛾𝑟 + 1 = 0, а 
при 𝛾 = 1 – полученный в [2] точный радиус выпуклости класса 𝐶1 = 𝐶0(1,0,1) 

𝑟0 = 1
2�√5 + 1 −�2�√5 + 1�� .                                                      (32) 

При 𝜆 = 𝛿 = 0 получаем точный радиус выпуклости 𝑟0 = �𝛾2 + 1 − 1класса 
𝐶0(0,𝛼, 𝛾) = {𝑓(𝑧): |𝑎𝑟𝑔𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋

2 , 𝑧ϵ𝐸}, который получен в [17] (следствие 1, случай 
𝑛 = 1), и при 𝛾 = 1 получаем известный результат о точном радиусе выпуклости 𝑟0 = √2 − 1 
класса функций с ограниченным вращением. 

Используя хорошо известную связь выпуклых и звездообразных функций 𝑓(𝑧) ∈ 𝑆0 ⇔
𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑆∗, а также соотношение (20), из теоремы 3 получаем  

Следствие 3. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾). Тогда функция 𝐹(𝑧) является звездообразной в 
круге|𝑧| ≤ 𝑟∗, где 𝑟∗ – наименьший положительный корень уравнения (30). 
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При 𝜆 = 1,𝛼 = 𝛿 = 0из теоремы 3 получается результат [6] о точном радиусе 
выпуклости класса 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1,0,𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 в направлении мнимой 
оси, как наименьший положительный корень уравнения 𝑟4 − 2𝛾𝑟3 − 2𝑟2 − 2𝛾𝑟 + 1 = 0, а 
при 𝛾 = 1 – полученный в [2] точный радиус выпуклости класса 𝐶1 = 𝐶0(1,0,1) 

𝑟0 = 1
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2 , 𝑧ϵ𝐸}, который получен в [17] (следствие 1, случай 
𝑛 = 1), и при 𝛾 = 1 получаем известный результат о точном радиусе выпуклости 𝑟0 = √2 − 1 
класса функций с ограниченным вращением. 

Используя хорошо известную связь выпуклых и звездообразных функций 𝑓(𝑧) ∈ 𝑆0 ⇔
𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑆∗, а также соотношение (20), из теоремы 3 получаем  
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𝑛 = 1), и при 𝛾 = 1 получаем известный результат о точном радиусе выпуклости 𝑟0 = √2 − 1 
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Поэтому в круге |𝑧| ≤ 𝑟0, где 𝑟0 – наименьший положительный корень уравнения (30), 

выполняется условие выпуклости 𝑅𝑒 𝑧 𝑓′′(𝑧)
𝑓′(𝑧) ≥ −1, что и доказывает теорему 3. 

При 𝜆 = 1,𝛼 = 𝛿 = 0из теоремы 3 получается результат [6] о точном радиусе 
выпуклости класса 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1,0,𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 в направлении мнимой 
оси, как наименьший положительный корень уравнения 𝑟4 − 2𝛾𝑟3 − 2𝑟2 − 2𝛾𝑟 + 1 = 0, а 
при 𝛾 = 1 – полученный в [2] точный радиус выпуклости класса 𝐶1 = 𝐶0(1,0,1) 

𝑟0 = 1
2�√5 + 1 −�2�√5 + 1�� .                                                      (32) 

При 𝜆 = 𝛿 = 0 получаем точный радиус выпуклости 𝑟0 = �𝛾2 + 1 − 1класса 
𝐶0(0,𝛼, 𝛾) = {𝑓(𝑧): |𝑎𝑟𝑔𝑓′(𝑧)| ≤ 𝛾 𝜋

2 , 𝑧ϵ𝐸}, который получен в [17] (следствие 1, случай 
𝑛 = 1), и при 𝛾 = 1 получаем известный результат о точном радиусе выпуклости 𝑟0 = √2 − 1 
класса функций с ограниченным вращением. 
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𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑆∗, а также соотношение (20), из теоремы 3 получаем  

Следствие 3. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾). Тогда функция 𝐹(𝑧) является звездообразной в 
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2 , 𝑧ϵ𝐸}, который получен в [17] (следствие 1, случай 
𝑛 = 1), и при 𝛾 = 1 получаем известный результат о точном радиусе выпуклости 𝑟0 = √2 − 1 
класса функций с ограниченным вращением. 

Используя хорошо известную связь выпуклых и звездообразных функций 𝑓(𝑧) ∈ 𝑆0 ⇔
𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑆∗, а также соотношение (20), из теоремы 3 получаем  

Следствие 3. Пусть 𝐹(𝑧) ∈ 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾). Тогда функция 𝐹(𝑧) является звездообразной в 
круге|𝑧| ≤ 𝑟∗, где 𝑟∗ – наименьший положительный корень уравнения (30). 
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𝑓′(𝑧) ≥ −1, что и доказывает теорему 3. 
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выпуклости класса 𝐶1(𝛾) = 𝐶0(1,0,𝛾) функций, выпуклых порядка 𝛾 в направлении мнимой 
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𝑛 = 1), и при 𝛾 = 1 получаем известный результат о точном радиусе выпуклости 𝑟0 = √2 − 1 
класса функций с ограниченным вращением. 
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𝐹(𝑧) = 𝑧𝑓′(𝑧) ∈ 𝑆∗, а также соотношение (20), из теоремы 3 получаем  
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оси, как наименьший положительный корень уравнения 𝑟4 − 2𝛾𝑟3 − 2𝑟2 − 2𝛾𝑟 + 1 = 0, а 
при 𝛾 = 1 – полученный в [2] точный радиус выпуклости класса 𝐶1 = 𝐶0(1,0,1) 
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𝑛 = 1), и при 𝛾 = 1 получаем известный результат о точном радиусе выпуклости 𝑟0 = √2 − 1 
класса функций с ограниченным вращением. 
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2 , 𝑧ϵ𝐸}, который получен в [17] (следствие 1, случай 
𝑛 = 1), и при 𝛾 = 1 получаем известный результат о точном радиусе выпуклости 𝑟0 = √2 − 1 
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Используя хорошо известную связь выпуклых и звездообразных функций 𝑓(𝑧) ∈ 𝑆0 ⇔
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круге|𝑧| ≤ 𝑟∗, где 𝑟∗ – наименьший положительный корень уравнения (30). , где r* – наименьший положительный корень уравнения (30).

При a = d = 0, g = 1 следствие 3 дает точный радиус звездообразности [15,17] клас-
са типично вещественных функций, определяемый по формуле (32).

Примечание. Если вместо условия звездообразности использовать условие звез-
дообразности порядка b, 0 ≤ b < 1, что приведет к замене правой части уравнения (30) 
на 1 – b, то получим радиус звездообразности порядка b класса Td(l, a, g), обобщаю-
щий радиусы звездообразности порядка b класса 

При 𝛼 = 𝛿 = 0,𝛾 = 1 следствие 3 дает точный радиус звездообразности [15,17] класса 
𝑇типично вещественных функций, определяемый по формуле (32). 

Примечание. Если вместо условия звездообразности использовать условие 
звездообразности порядка 𝛽, 0 ≤ 𝛽 < 1, что приведет к замене правой части уравнения (30) 
на 1 − 𝛽, то получим радиус звездообразности порядка 𝛽 класса 𝑇𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾), обобщающий 
радиусы звездообразности порядка 𝛽 класса 𝒦3 из [9] и класса ℱ4 из [11].  

 
7. Заключение. В работе вводится подкласс 𝐶𝛿(𝜆,𝛼, 𝛾) класса 𝐾(𝛾) функций 𝑓(𝑧), 

однолистных и почти выпуклых порядка 𝛾. При определенных значениях параметров 
получаются известные классы функций – выпуклых в направлении мнимой оси, выпуклых в 
положительном направлении действительной оси и функций с ограниченным вращением. В 
работе исследованы геометрические свойства отображений, осуществляемых 
функциями𝑓(𝑧) ∈ 𝐶𝛿(𝜆,𝛼,𝛾), найдены теоремы искажения и радиусы выпуклости. Кроме 
того, аналогичные результаты получены в классе функций, обобщающем классы типично 
вещественных и почти звездообразных функций. В качестве следствий получены ранее 
известные, в том числе и классические, результаты. 
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