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characteristics of nonhomogeneous medium, realization of methods by creating machine learning 
program». The temperature state of a body of a multilayer system of bodies can be characterized using 
a temperature field, which is understood as a set of instantaneous temperature values ​​at all points of the 
studied space. It occurs when two bodies with different temperatures come into contact or within one body 
with areas with different temperatures.

Keywords: Fourier law, Laplace equation, coefficient of thermal conductivity, boundary conditions, 
contact conditions.

Введение. Основным законом теплопроводности является предложенная Фурье 
гипотеза о пропорциональности плотности теплового потока температурному 
градиенту:

				                q k T
n

= − ∂
∂

                                                          (1)

где q – плотность теплового потока в процессе теплопроводности; k – коэффициент 

теплопроводности; ∂
∂
T
n

 – температурный градиент. 

Для полного потока закон Фурье записывается в дифференциальной форма сле-
дующим образом:

                                                   dQ k T
n

dFdt= − ∂
∂

, [Дж] 		                         (2)

где, dQ – тепловой поток; dF – элементарная площадь изотермической поверхности;  
dt – время.

В проекциях на оси координат уравнение (1) может быть записано следующим 
образом:
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x

q k T
y

q k T
zx y z= − ∂

∂
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∂
= − ∂

∂
, ,     . 			            (3)

Для решения задач определения температурного поля в процессах теплопрово-
дности необходимо иметь дифференциальное уравнение энергии.

Дифференциальное уравнение энергии записывается в следующем виде:
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Сумма производных от компонент вектора плотности теплового потока представ-

ляет собой дивергенцию этого вектора, тогда c T
t

div qρ ∂
∂

= −
→

 .

Плотность теплового потока определятся для процесса теплопроводности зако-
ном Фурье, а проекции на оси координат уравнениями (3). Подставляя эти уравнения 
в последнее равенство и считая теплопроводность материала постоянной, получим
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Коэффициент тепловой диффузии характеризует способность вещества прово-
дить температуру и является мерой тепловой инерционности.

Если рассматриваемая область Ω ⊂ R2  является кругом, то уравнение 
		

		                         c T
x
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			            (5)

целесообразно написать в полярной системе координат. После замены переменных  
x = r cos j, y = r sin j,  уравнение (5) принимает вид
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Для цилиндрической стенки удобнее использовать цилиндрическую систему ко-
ординат, в которой координатами являются расстояние по оси (z), текущий радиус-
вектор (r) и угол поворота радиус-вектора (φ). 

В цилиндрической системе координат оператор Лапласа можно расписать сле-
дующим образом:
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Условия однозначности задачи (рис. 1):
● геометрические условия – радиусы r r r r0 1 2 3, , ,   ,
● физические условия – коэффициент теплопроводности цилиндрического слоя 

k k k1 2 3, ,  
● граничное условие – задана температура на границе r = r0 (условие Дирихле) и
● граничное условие – задачи на границе r = r3 (условие Робина)
● граничные условия (контактные условия) в точках r = r1 и r = r2.

Рисунок 1 – Расчётная схема теплопроводности
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Контактные задачи многослойной области изучены в работах [1-6].
Метод Фурье для решения уравнения Лапласа в полярных координатах. 
Дифференциальное уравнение теплопроводности (5) в двумерном случае уравне-

ние теплопроводности в полярной системе координат записывается в виде:
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Мы рассматриваем стационарный процесс, то есть ∂
∂

=T
t

0 , то последнее уравне-
ние теплопроводности записывается в виде 
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Рисунок 2 – Полярная система координат

Будем искать решения уравнения Лапласа ∇ =2 0T  методом разделения перемен-
ных подставляя T r,ϕ( )  в форме T r R r,ϕ ϕ( ) = ( ) ⋅ ( )Φ  в уравнение Лапласа, будем 
иметь 

                   Φ Φ Φϕ ϕ ϕ( )⋅ ′′ ( ) + ( ) ⋅ ′ ( ) + ( ) ⋅ ′′ ( ) =R r
r

R r
r

R r1 1 02 .		           (8)

Считая, что R r( ) ⋅ ( ) ≠Φ ϕ 0 , обе части последнего равенства делим на R r( ) ⋅ ( )Φ ϕ . 
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Здесь:
R(r) – радиальная составляющая решения (радиальная функция);



347

Φ(φ) – угловая составляющая решения.
Если требуется построить классическое решение краевой задачи, то в рассматри-

ваемой области функция T r,ϕ( )  должна обладать свойствами периодичности

T r T r, ,ϕ π ϕ+( ) = ( )2 .

из последнего равенства следует, что Φ Φϕ π ϕ+( ) = ( )2 .			          (10)

Из (9) следует уравнение ′′ ( ) + ( ) =Φ Φϕ λ ϕ2 0 			                        (11)

Характеристическое уравнение последнего есть µ λ2 2 0+ = .

Решая последнее уравнение относительно µ имеем, что µ λ1 2, = ± i .
Поэтому общее решение (11) представляется в виде 

Φλ λ λϕ λϕ λϕ( ) = +A Bcos sin .

Используем условие периодичности.

                  A B A Bλ λ λ λλ ϕ π λ ϕ π λϕ λϕcos sin cos sin+( ) + +( ) = +2 2

Последнее уравнение перепишем в виде 

               A Bλ λλ ϕ π λϕ λ ϕ π λϕcos cos sin sin+( ) −( ) + +( ) −( ) =2 2 0 .

Последнее равенство возможно, если λ – целое число, то есть 

                                         λ = = ± ±n n, , , ,   0 1 2  			                        (12)

Это означает что общее решение уравнении (11) представляется в виде 

                                  Φn n nA n B nϕ ϕ ϕ( ) = +cos sin ,			                        (13)

где n – целое число.
Уравнение (9) для радиальной функции R(r) записывается в виде

                                   r R r rR r n R r2 2 0′′ ( ) + ′( ) − ( ) = .				          (14)

Общее решение (14) имеет вид

                                               R r E r E rn n
n

n
n( ) = + −

− . 				          (15)

Используя (13) и (15) общее решение уравнение стационарной теплопроводности 
в цилиндрической системе координат (7), записывается в виде

    T r A r B A r A r n B r B r nn
n

n
n

n
n

n
n

n, ln cos sinϕ ϕ ϕ( ) = + + +( ) + +( )−
−

=
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−
−∑0 0

1 nn=

∞

∑
1

.      (16)
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Рисунок 3 – Трехслойное кольцо

Учитывая расположение окружностей (рис.3), формулу (16) перепишем в виде

    T r A r B A r A r n B r B rs s s
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ϕ
1
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где s = 1,2,3 и T r
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В прямой задаче вычисляются все неизвестные коэффициенты
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Стационарная двумерная обратная задача. Пусть задаются измеренные значе-
ния температуры: T1 2 3ϕ ϕ ϕ ϕ π( ) ( ) ( ) ≤ ≤, , ,  T   T   0 2 .

Задаются измеренные значения температуры.

T r r f

T r r T Ta

=( ) = ( )
= +( ) = ( ) −

1

3 0

, ,

, .

ϕ ϕ

ϕ ϕ

Ta ϕ( )  – температура окружающей среды.

Зная r r r1 2 3, ,    , можно вывести расчетные формулы коэффициентов k k k h1 2 3, , ,      .

Используем формулу (17) на окружностях r = r2 и r = r3, интегрируя по φ от 0 до 
2π. Учитывая равенство при n=m, имеем следующие интегралы
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Аналогично для окружности радиусом r = r3 при 0 2≤ ≤ϕ π  имеем
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При фиксированном n определяем схему относительно k k k h1 2 3, , ,      
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Здесь F k k k h ii 1 2 3 1 2 3 4, , , , , , ,( ) =    имеет вычисленные расчетные формулы.

Решаем систему (22)-(23) относительно k k k h1 2 3, , ,      . Для каждого n определяет-
ся соответствующая k k k h1 2 3, , ,      , поэтому можно писать 

			        k n k n k n h n n1 2 3 1 2( ) ( ) ( ) ( ) =, , , , , ,          		         (24)

Структурный алгоритм решения обратной задачи:

1-шаг: подбираем m такой, что i N m= = +1 2 2 1, , , .    

2-шаг: при n N= 1 2, ,  решаются системы (22)-(23) и определяются 

k n k n k n h n1 2 3( ) ( ) ( ) ( ), , ,      .

3-шаг: вычисляются Z A r B
l

B r Bl
l

l1 2 0
2

2 2 0
2

2 2 1
2

2
2 1

2 2 12 1
2 1

= +( ) +
+

++
+

− +,
( )

,
( )

,
( )

,
(ln π 22

0
2

0

2
)( ) − ( )

=
∑ ∫
l

M

T dϕ ϕ
π

  

и Z A r B
l

B r Bl
l

l2 3 0
3

3 3 0
3

3 2 1
3

3
2 1

3 2 12 1
2 1

= +( ) +
+

++
+

− +,
( )

,
( )

,
( )

,
(ln π 33

0
3

0

2
)( ) − ( )

=
∑ ∫
l

M

T dϕ ϕ
π

.

4-шаг: если Z1 > ε  или Z2 > ε , то, используя другой метод, переходим к шагу 2.

Рысбайулы Б. и др. Обратная задача для 2d уравнения лапласа в полярной системе ...
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5-шаг: вычисляются k
k n

N
k

k n

N
k

k n

N
h

h n

N
n

N

n

N

n

N

n

N

1

1
1

2

2
1

3

3
1 1=

( )
=

( )
=

( )
=

( )
= = = =

∑ ∑ ∑ ∑
, , , .

6- шаг: вывести k k k h1 2 3, , ,      .
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